UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA

NOLOG/
C Cq4

“ DESARROLLO DE UN ROBOT TIPO BALLBOT PARA
APLICACIONES DE CONTROL ”

TESIS

PARA OBTENER EL TITULO DE INGENIERO EN MECATRONICA

PRESENTA:

RAFAEL ADRIAN GARCIA GARCIA

DIRECTOR DE TESIS:

DR. MANUEL ARIAS MONTIEL

HUAJUAPAN DE LEON, OAXACA, MEXICO, JULIO DEL 2014



©Derechos Reservados: Rafael Adrian Garcia Garcia, 2014



Tesis presentada en Julio de 2014
ante los sinodales:

M.C. Fermin Hugo Ramirez Leyva
M.C. Jorge Luis Barahona Avalos
Dr. Jesus Linares Flores

Director de tesis:

Dr. Manuel Arias Montiel



v

Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control




Este trabajo de tesis se lo dedico a mi familia, la
cual siempre ha estado conmigo apoydndome y
motivindome. Gracias por todos los sacrificios
que han hecho para que este logro fuera posible.

A mi padre:
Rafael Genaro Garcia Bohorquez

A mi madre:
Maria Vianey Garcia Soriano

A mi hermano:
Jose Manuel Garcia Garcia

A mt hermana:
Andrea Catalina Garcia Garcia



VI

Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control




Agradecimientos

Sin duda alguna han existido varias personas a lo largo de mi vida, las cuales me han
permitido convivir con ellas e intercambiar distintos puntos de vista, asi como me han en-
senado diferentes lecciones de vida. Asi también, siempre me han apoyado y motivado a ser
una mejor persona, y nunca dejar de lado mis metas. Aunque no quisiera excluir a nadie,
agradezco enormemente a las siguientes personas.

A mi padre, quien siempre nos ha ensenado a mis hermanos y a mi que todo sacrificio
tiene su recompensa, ahora se que algunas decisiones que toma son para nuestro propio bien.
Gracias por estar conmigo en todo momento, asi como ensenarme que todo es posible, solo es
cuestion de decidirse y hacer las cosas.

A mi madre, quien siempre esta al pendiente de mi salud y seguridad, ademas de ser
una mujer con mucha perseverancia y decision. Gracias por apoyarme en todo y consentirme
siempre, también por los sermones que siempre me das y que no siempre hago caso.

A mi hermano, con quien he vivido grandes aventuras (fravesuras) las cuales de solo
recordar me da un ataque de risa. Es agradable echar la reta contigo en Gears of war o Call
of duty aunque aclaro que siempre te dejo ganar para que no te sientas mal. Sigue echdndole
ganas a la escuela que ya vas a la mitad de la carrera y por cierto ya no desarmes ni descom-
pongas mis cosas.

A mi hermana, a quien he cuidado desde pequena y me ha ensenado a ser responsable
en algunas situaciones. Espero ser una buena guia en tu formaciéon académica y disculpame
por tantos zapes. Aprovecho también para felicitarte y decirte que le eches ganas ahora que
decidiste estudiar en la UTM.

A mi abuelo Marcelo (papd chelo), con el cual paso tiempo escuchando sus historias y
consejos mientras jugamos cartas o me invita unos tragos.

A mi abuela Catalina (mamd cata), quien siempre me recuerda como era de pequeno, me
da su apoyo y consejos para ser una mejor persona, y a pesar de mi edad sigue consintiéndome.

A mi abuela Genoveva (geno), quien me ha apoyado desde siempre y ha estado conmigo
en las clausuras, ademas de sus consejos siempre me ofrece de sus ya famosas memelitas o



VIII Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

empanadas especiales para mi.

A todos mis tios, quienes me han apoyado en la mayoria de lo posible, me dan palabras
de aliento y se los agradezco de todo corazon. En especial a mi tia Esther quien seguira siendo
como una segunda madre para mi, pues ain esta conmigo.

A mis tios y padrinos Hipolito y Juliana, quienes también han hecho lo posible por acom-
panarme en mi ceremonia de graduacion y esta vez en el examen de titulacion, muchas gracias.

A mis primos, con los cuales he pasado grandes momentos como: platicar, jugar, hacer
travesuras. Aunque ahora ya cada quien tiene diferentes caminos, siempre que nos juntamos
hacemos buenas fiestas.

A mi novia Saibet, a quien desde que conoci hace mas de 6 anos siempre ha sido una bue-
na amiga, compaéra, confidente, y me ha alentado en todos mis proyectos, nunca dejandome
desistir. Gracias por tu amor y soportarme tanto tiempo.

A todos mis compaiieros, con los cuales he tenido grandes experiencias e intercambiado
diferentes puntos de vista a lo largo de todos estos anos. A mis comparneros de la universidad,
tanto de mecatronica como de las deméas &reas con quienes convivi estos 6 anos y creamos
un lazo de amistad, grupos de trabajo y fuimos precursores de algunas leyendas y fiestas en
Acatlima. A todos ustedes les deseo un gran futuro y mucho éxito en su vida, espero que en
unos anos podamos reunirnos nuevamente y recordar todos esos momentos.

A mi director de tesis el Dr. Manuel Arias Montiel, con quien desde que platiqué mi tema
inicial de tesis me brind6 ayuda e informacion para darle seguimiento, lo cual fue de gran
utilidad al replantear el tema principal. Gracias por sus comentarios, observaciones, el apoyo
y tiempo invertido para que este trabajo se pudiera finalizar. Asi como alentarme para que
fuera posible realizar una publicacién y espero en un futuro volver a trabajar con usted.

A mis sinodales: el M.C. Hugo Leyva, gracias por aceptar colaborar en este proyecto y
por sus observaciones para que el documento quedara lo més completo posible; al M.C. Jorge
Barahona, gracias por apoyarme a pesar de la gran carga de trabajo que tenia y que ahora
como jefe de la carrera de mecatronica se esfuerza por realizar cambios necesarios para mejorar
el equipamiento de los laboratorios y promocionar la oferta educativa. Adn asi gracias por el
tiempo en revisar y realizar las correcciones del documento; al Dr. Jesis Linares, gracias por
sus comentarios los cuales sirvieron para ampliar el contenido de la tesis e incursionar en una
area que no conocia pero resulté ser de gran ayuda, asi como sus observaciones durante las
platicas y exposiciones.

A la Dra. Patricia Gallegos del instituto de mineria, el cual parecia més un laboratorio de
mecatronica en periodo de proyectos finales. Gracias por todo su apoyo durante la carrera, y
también por los dulces y el café que nos invitaba cuando pasdbamos a saludarla o molestarla



IX

con algin favor.

A todos los profesores de los cuales he aprendido que no solo basta con tener suficientes
conocimientos, si no el saber como transmitir estos hacia los demés.

A la secretaria de Educacion Publica, a través de la Coordinacion Nacional de Becas de
Educaciéon Superior por el apoyo otorgado para la realizacién de esta tesis.

Por ultimo, me queda decirles, gracias totales!...



Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control




Indice general

Dedicatoria Vv
Agradecimientos VII
Indice general X1
Indice de figuras XV
Indice de tablas XXI
1. Introduccién 1
1.1. Antecedentes . . . . . . . . .. 3
1.1.1. Péndulo invertido . . . . . . . .. ... L 3

1.1.2. Robots tipo ballbot . . . . . . .. . ... o 4

1.1.3. LEGO Mindstorms NXT® . . . . ... ... ... ... ... ... ... 9

1.2. Planteamiento del problema . . . . . . . .. ... .. .. . 00, 13
1.3. Justificacion . . . . . ... 13
1.4, Hipotesis . . . . . . . . . e e 14
1.5, Objetivos . . . . . . L 14
1.5.1. Objetivo General . . . . . .. .. .. ... 14

1.5.2. Objetivos Especificos . . . . . . . ... .. Lo 14

1.6. Metodologia de Desarrollo . . . . . . . . . . ... .. L 15
1.7. Estructura dela Tesis . . . . . . . . . . . . . . ... 16

2. Control 6ptimo y robusto 17
2.1. Teoria moderna de control . . . . . . .. .. ... ... ... .. o 17
2.1.1. Espaciodeestados . . . .. . . . ... ... ... 17

2.1.2. Controlabilidad y observabilidad . . . . . . .. ... ... ... ..... 18

2.1.3. Retroalimentacion de variables de estado . . . . . . . . ... ... .. 19

2.2. Diseno de sistemas 6ptimos . . . . . ... oL 20
2.2.1. Control 6ptimo . . . . . . ..o 20

2.2.2. Regulador cuadratico lineal (LQR) . . . . .. .. ... ... ... .. 22

2.3. Diseno de sistemas robustos . . . . . . ... 23



XII

Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

2.3.1. Control robusto . . . . . . . . . ... 23
2.3.2. Desigualdades matriciales lineales (LMI) . . . .. ... ... ... ... 25
2.3.3. Sintesis de retroalimentacion de estados para LDIs. . . . . .. ... .. 29

3. Modelado dindmico y estimacién de parametros del sistema NXT ballbot 35

3.1. Modelado matematico de sistemas dindmicos . . . . . . . . . . ... ... ... 35
3.2. Elementos del sistema NXT ballbot . . . . .. ... ... ... ......... 36
3.2.1. Puertos NXT . . . . . . . . e 36
3.2.2. SENSOTES . . . . . . i e 42
3.2.3. Actuadores . . . .. 43
3.2.4. Estructura del sistema NX'T ballbot . . . . . . .. ... ... ... ... 43

3.3. Modelado dinamico de los actuadores . . . . . . . . ... .. ... ... .... 50
3.3.1. Diseno de la plataforma experimental . . . . . .. ... ... ... ... 51
3.3.2. Pardmetros eléctricos . . . . . . . . .. 52
3.3.3. Pardmetros mecanicos . . . . . . . . . . . e e 55

3.4. Modelado dinamico del sistema NXT ballbot . . . . . .. ... ... ...... 57
3.4.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange . . . . . . . . ... ... ... ...... o8
3.4.2. Linealizaciéon del sistema NXT ballbot . . . . . .. ... ... ... .. 61

3.5. Ecuaciones de estado para el sistema NXT ballbot . . . .. .. ... .. ... 62
3.6. Modelo politopico del sistema NXT ballbot . . . . . . .. .. .. ... .. ... 64
4. Control del sistema NXT ballbot 67
4.1. Interaccién sistema NXT ballbot vy Matlab®- Simulink® . . . . . . . .. ... 67
4.1.1. Comunicaciéon bluetooth (NXT-PC) . . .. .. .. .. ... ... ... 68
4.1.2. Diagrama a bloques del sistema NXT ballbot . . ... ... ... ... 68

4.2. Analisis del modelo NXT ballbot . . . . .. .. ... . ... ... ....... 70
4.2.1. Estabilidad . . . . . .. ... 70
4.2.2. Controlabilidad . . . . . . . . .. ... 71
4.2.3. Observabilidad . . . . .. . . .. . ... 71

4.3. Control LQR . . . . . . . . 72
4.3.1. Ganancias del controlador . . . . . ... ... Lo 72
4.3.2. Anadlisis temporal . . . . ... 74

4.4. Control mediante asignacion de polos . . . . . . . . . .. ... ... 76
4.4.1. Ganancias del controlador . . . . . ... ..o 76
4.4.2. Analisis temporal . . . . ..o 7

4.5. Control LQR con LMIs . . . . . . . . ... . 78
4.5.1. Ganancias del controlador . . . . . ... ..o 80
4.5.2. Anadlisis temporal . . . . ... ... 83

4.6. Control mediante asignacion de polosy LMIs . . . . ... ... ... ... .. 84
4.6.1. Ganancias del controlador . . . . . .. ... ... 0L 84

4.6.2. Anadlisis temporal . . . . . ... ... 89



Indice general XIII
5. Resultados en simulacién 93
5.1. Controlador LQR . . . . . . . . . . 93
5.1.1. Respuestadel modelo 1. . . . .. ... ... ... ... ......... 93

5.1.2. Respuestadel modelo2. . . . .. ... ... ... ... ... ...... 95

5.2. Controlador por asignacion de polos . . . . . . . . . . ... 97
5.2.1. Respuestadel modelo 1. . . . ... .. ... ... ... ......... 97

5.2.2. Respuestadel modelo2. . . . . ... ... ... . ... ... ..., 98

5.3. Controlador LQR mediante LMIs . . . . .. ... ... .. ... ........ 99
5.3.1. Respuestadelmodelo 1. ... ... ... ... .. ... ......... 99

5.3.2. Respuestadel modelo2. . . . .. .. ... ... ... ... ..., 102

5.4. Controlador por ubicaciéon de polos en regiones LMI . . . . . .. ... .. ... 102
5.4.1. Respuestadel modelo1. . . ... ... ... ... ... ......... 103

5.4.2. Respuestadel modelo2. . . . .. ... ... ... .. ... . ... ... 104

6. Resultados experimentales 107
6.1. Controlador LQR . . . . . . . . . . . 107
6.1.1. Respuestadelmodelo1. . .. ... .. ... ... ... ......... 107

6.1.2. Respuestadel modelo 2. . . . . . .. ... . ... ... ... ... ... 109

6.2. Controlador por asignacion de polos . . . . . . . . . ... L. 109
6.2.1. Respuestadelmodelo 1. . .. .. ... ... ... ... .. ....... 110

6.2.2. Respuestadel modelo 2. . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 111

6.3. Controlador LQR mediante LMIs . . . . . . .. ... . ... ... ....... 112
6.3.1. Respuestadelmodelo 1. . .. ... .. ... ... ... ......... 112

6.3.2. Respuestadelmodelo2. . .. .. ... .. ... ... ... ..... 114

6.4. Controlador por ubicacién de polos en regiones LMI . . . . .. ... .. ... 116
6.4.1. Respuestadelmodelo 1. . .. ... .. ... ... ... ......... 116

6.4.2. Respuestadelmodelo 2. . .. .. ... ... ... ... ... .... 116

7. Conclusiones y trabajo futuro 121
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . e 121
7.2. Trabajos futuros . . . . . .. Lo 124

Apéndice A. Instalacién del soporte del kit Lego NXT Mindstorms® para

Simulink®

A.1. Configuracion de la comunicaciéon bluetooth entre el ladrillo NXT y la PC. . . .

Apéndice B. Cbédigos para la caracterizaciéon del motor NXT
Apéndice C. Diseno de los controladores en Matlab®
Apéndice D. Modelo del sistema en Simulink®

Apéndice E. Proceso de ejecucion del modelo implementado en Simulink®

125
128

131

139

161

175



X1V Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

Apéndice F. Pruebas experimentales con perturbaciones 181
Apéndice G. Trabajo derivado 185

Bibliografia 197



Indice de figuras

1.1.

1.2.
1.3.

1.4.
1.5.

1.6.
1.7.
1.8.
1.9.
1.10.
1.11.

2.1.
2.2.

3.1
3.2.
3.3.
3.4.

3.5.

3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.

Proyecto ballbot junto a su creador, Ralph Hollis de la Universidad de Carnegie
Mellon (CMU). . . . . . e

Estructura del ballbot (CMU), con sus componentes principales. . . . . . . . .

Ballbot desarrollado por Masaaki Kumagai y Takaya Ochiai en la Universidad
de Tohoku Gakuin. . . . . . .. . ...

Uso de ruedas omnidireccionales en lugar de rodillos en el ballbot (TGU). . . .
Ballbot desarrollado por Justin Fong y Simon Uppill en la Universidad de Ade-

Proyecto Rezero, creado por estudiantes de la ETH Zurich. . . . . . . ... ..
Elementos del kit LEGO Mindstorms NXT®. . . .. ... ... ... .....
Ladrillo inteligente NXT con sus respectivos sensores y motores. . . . . . . . .
Entorno de programacion NXT-G.. . . . . . . ... ... . ...,
Diagrama a bloques de la estructura principal del ladrillo NXT. . .. ... ..

Prototipo NXT ballbot desarrollado por Yorihisa Yamamoto y basado en el
ballbot de Ralph Hollis. . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ... ..

Representacion grafica de la incertidumbre politépica. . . . . . . . . . . .. ..
Region de ubicacion de polos S(a,r,0). . . . . . ..o

Esquematico de los pines de entrada del LEGO Mindstorms NXT®. . . . . ..
Gréfica de voltaje-corriente en el pin 4. . . . . . . .. ... L.
Esquematico de los pines de salida del LEGO Mindstorms NXT®. . . . . . ..

a) Configuracién para avance del motor; (b) Configuracion para retroceso del
g g
8010 110 O

(a) Configuracion para frenado rapido del motor; (b) Configuracion para frena-
do bajo la inercia del motor. . . . . . . . ... .. Lo

Ejemplo de diversos ciclos de trabajo para el Motor NXT. . . . ... ... ..
Senales en cuadratura para un motor en marcha hacia adelante. . . . . . . ..
Senales en cuadratura para un motor en marcha hacia atras. . . . . ... . ..
Vista del encoder interno en el motor. . . . . . . . . . .. ... ... ...

(a) Sensor de giro HiTechnic® utilizado en el sistema ballbot; (b) Vista del
sensor HiTechnic® en el plano z — y y su eje de rotaciéon z. . . . . . . . . ...

10

42



XVI Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control
3.11. (a) Motor de corriente continua utilizado en el sistema ballbot; (b) Vista interna
del encoder y caja reductora de engranes en el motor. . . . . . ... ... ... 44
3.12. (a) Subensamblaje de la base inferior; (b) Subensamblaje de los cojinetes para
los motores. . . . . . ... e e 44
3.13. (a) Subensamblaje del motor 1; (b) Subensamblaje del motor 2. . . . . . . .. 45
3.14. (a) Subensamblaje del sensor 1; (b) Subensamblaje del sensor 2. . . . . . . .. 45
3.15. (a) Subensamblaje de la base superior; (b) Ensamblaje de la estructura del
sistema NXT ballbot. . . . . . . . . . . . ... 45
3.16. (a) Modelo completo del NXT ballbot en 3D disefiado en Solidworks®; (b)
Render del modelo NXT ballbot en Solidworks®. . . . . .. .. ... .. ... 46
3.17. (a) Vista frontal del modelo en el plano x-y de Solidworks®; (b) Vista lateral
del modelo en el plano z-y de Solidworks®. . . . . . . ... ... .. ... ... 47
3.18. (a) Vista superior del modelo en Solidworks®; (b) Vista inferior del modelo en
Solidworks®. . . . 47
3.19. (a) Medicion del peso de una pieza de la estructura; (b) Medicion del peso de
una pieza de la estructura en Solidworks® . . . ... ... .. 48
3.20. (a) Medicion del peso total del NXT ballbot.; (b) Medicion del peso total del
NXT ballbot en Solidworks®. . . . . .. ... ... ... 48
3.21. Diagrama eléctrico-mecanico de un motor de corriente continua. . . . . . . . . 50
3.22. Comparacion entre el conector telefonico RJ-12 a la izquierda y el conector de
LEGO® a la derecha, donde se aprecia la ubicaciéon y anchura de la pestaiia de
enganche . . . . . . L 51
3.23. (a) Vista de la plataforma experimental y su conexion entre el ladrillo NXT y
el motor; (b) Resistencia de medicion Rgp,,; empleada para medir la corriente
que circula por el motor. . . . . . .. ... 52
3.24. Mediciones del voltaje de entrada al motor y el voltaje en las terminales de la
resistencia de medicion, con un ciclo de trabajo en el PWM de 50%. . . . . . . 53
3.25. Valor de la Inductancia de armadura L, obtenida, la pendiente de la corriente
del inductor se determiné mediante un ajuste por minimos cuadrados. . . . . . 54
3.26. Valor de la constante eléctrica K;, obtenida, la pendiente de la fuerza contra
electromotriz se determind mediante un ajuste por minimos cuadrados. . . . . 55
3.27. Grafica de ajuste de la fricciéon viscosa b, obtenida mediante minimos cuadrados. 56
3.28. Gréfica de ajuste de la inercia del motor J,, obtenida mediante minimos cuadra-
dos. .. e o6
3.29. Diagrama de cuerpo libre del sistema NXT ballbot basado en el modelo del
péndulo invertido sobre una esféra accionada por un motor y su sistema de
coordenadas parael pano x —y. . . . . ... ..o 57
4.1. Bloques de la biblioteca de funciones instalada en Simulink . . . . . . .. ... 68
4.2. Esquema general del servo controlador. . . . . . . . ... o0 69
4.3. Bloques principales del control del sistema NXT ballbot implementado en

Simulink® . . 69



Indice de figuras

XVII

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

5.1

5.2.

9.3.

0.4.

D.5.

0.6.

5.7.

5.8.

0.9.

Respuesta del sistema ante una entrada escalon unitario para el modelo 1 ante
el controlador LQR. . . . . . . . . ...

Respuesta del sistema ante una entrada escalon unitario para el modelo 2 ante
el controlador LQR. . . . . . . . . ...

Respuesta ante una entrada escalén unitario del modelo 1 del sistema NXT
ballbot en lazo cerrado. . . . . . . . . .. ...

Respuesta ante una entrada escalén unitario del modelo 2 del sistema NXT
ballbot en lazo cerrado. . . . . . . . . .. ...

Respuesta de los vértices del modelo politopico 1 ante una entrada escaléon
unitario en lazo cerrado. . . . . . .. ... L

Respuesta de los vértices del modelo politopico 2 ante una entrada escaléon
unitario en lazo cerrado. . . . . . . . ..

Respuesta de los vértices del modelo politopico 1 ante una entrada escaléon
unitario en lazo cerrado. . . . . . . . ..o

Respuesta de los vértices del modelo politopico 2 ante una entrada escalon
unitario en lazo cerrado. . . . . . . . ..

Comparativa de la respuesta del sistema en lazo cerrado ante el controlador
LQR, aplicado al modelo 1 y su representacion politopica. . . . . . . . .. ..

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM que
demanda el sistema en lazo cerrado ante el controlador LQR en el modelo 1
y sus respectivos vértices del modelo politopico; (a) nominal, (b) vértice 1, (c)
vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4. . . . . . ..

Comparativa de la respuesta del sistema en lazo cerrado ante el controlador
LQR, aplicado al modelo 2 y su representacion politépica. . . . . . . . .. ..

Comparativa de las sefiales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sis-
tema ante el controlador LQR en el modelo 2 y los vértices de su representacion
politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (¢) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.

Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por asignacion de
polos en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del modelo politépico. .

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 2 y los vértices
de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (¢) vértice 2, (d)
vértice 3, (e) vértice 4. . . . ...
Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por asignacion de
polos en el modelo nominal 2 y sus respectivos vértices del modelo politopico. .

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 2 y los vértices
de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (¢) vértice 2, (d)
vértice 3, (e) vértice 4. . . . . ..o
Comparativa de los estados del sistema ante el controlador LQR mediante LMIs
en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del modelo politopico. . . . .



XVIII

Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

5.10

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

0.15.

5.16.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

. Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 2 y los vértices
de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (¢) vértice 2, (d)
vértice 3, (e) vértice 4. . . . ..o 101
Comparativa de los estados del sistema ante el controlador LQR mediante LMIs
en el modelo nominal 2 y sus respectivos vértices del modelo politopico. . . . . 102

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 2 y los vértices
de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (¢) vértice 2, (d)
vértice 3, (e) vértice 4. . . . ..o oL 103
Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por ubicacion de
polos en regiones LMI en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del
modelo politépico. . . . . . .. 104

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo
2 y los vértices de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c)
vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4 . . . . .. 104
Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por ubicacion de
polos en regiones LMI en el modelo nominal y sus respectivos vértices del modelo
politopico. . . . . . . e 105
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicacién de polos en regiones LMI en el modelo
2 y los vértices de su representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c)
vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4. . . . . . . L 106

Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
LQRenelmodelo 1. . . . . . . . . . . 108
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR en el modelo 1; (a) eje z, (b) eje z. . . . . . . 108
Comparativa entre los estados del sistema en los ejes = y z ante el controlador
LQRenelmodelo 2. . . .. . .. .. ... . . ... 109
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR en el modelo 2; (a) eje z, (b) eje z. . . . . . . 110
Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
por asignacion de polos en el modelo 1. . . . . .. .. ..o o000 111
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 1; (a) eje x,
(b eje z. . . . 111
Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
por asignacion de polos en el modelo 2. . . . . .. ..o oL 112
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del

sistema ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 2; (a) eje z,
(b) eje z. . o o 113



Indice de figuras XIX

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

ALl
A2,
A3
A4
Ab.
AL6.
AT
A8

A9,

B.1.
B.2.

B.3.

D.1.
D.2.
D.3.
D.4.

Comparativa entre los estados del sistema en los ejes = y z ante el controlador
LQR mediante LMIs en el modelo 1. . . . . . .. .. ... ... ... ..... 113
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 1; (a) eje z, (b)

€] Z. v e e e e e e e 114
Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
LQR mediante LMIs en el modelo 2. . . . . . .. .. ... ... ........ 115

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 2; (a) eje x, (b)

Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
por ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo 1. . . . . . ... ... .. 117
Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI en el modelo

Ti(a)ejex, (byeje zo . o oo oo 118
Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
por ubicacién de polos en regiones LMI en el modelo 2. . . . . . ... ... .. 118

Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicacién de polos en regiones LMI en el modelo

2;(a)ejex, (b)ejez. . . oL 119
(a) Paso de instalacion 1; (b) Paso de instalacion 2. . . . . . . ... ... ... 125
(a) Paso de instalacion 3; (b) Paso de instalacion 4. . . . . . .. .. ... 126
(a) Paso de instalacion 5; (b) Paso de instalacion 6. . . . . . .. ... .. .. 126
(a) Paso de instalacion 7; (b) Paso de instalacion 8. . . . . . . . ... ... .. 126
(a) Paso de instalacion 9; (b) Paso de instalacion 10. . . . . .. ... ... .. 127
(a) Paso de instalacion 11; (b) Paso de instalacion 12. . . . . .. ... .. ... 127
Librerfa instalada en Simulink . . . . . . ... ... o 0oL 127
(a) Instalacion de los controladores del ladrillo NXT para su uso con el bluetooth;

(b) Comprobacion de emparejamiento entre el ladrillo NXT y la PC. . . . .. 128
Propiedades del dispositivo bluetooth para el ladrillo NXT. . . . ... ... .. 129

Modelo en Simulink® para asignarle un ciclo de trabajo al PWM del motor. . 131
(a) Configuracion para el frenado del motor tipo brake; (b) Configuracion para
el frenado del motor tipo coast. . . . . . . . . ... 132

Modelo en Simulink® para asignarle un ciclo de trabajo de 100 al PWM del
motor y sensar como decae la velocidad al frenar el motor mediante la accién

de su propia inercia . . . . . . . ... L 132
Estructura del modelo en Simulink® . . . . .. ... L. 161
Contenido del bloque principal del controlador . . . . . . . .. ... ... ... 162
Bloque de calibraciéon de los sensores giroscopicos. . . . . . . . . . .. ... .. 163

Bloque de retroalimentaciéon de estados. . . . . . . . ... ... 163



XX Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control
D.5. Célculo de los vectores de estado. . . . . . . .. ... ... ... ... ... 164
D.6. Calculo del valor de . . . . . . ... . 164
D.7. Filtro pasa bajas para la actualizacion del offset del sensor. . . . . . . .. ... 164
D.8. Derivador discreto. . . . . . . ... 165
D.9. Filtro pasa bajas. . . . . . . . .. 165
D.10.Integrador discreto. . . . . . . . ..o 165
D.11.Célculo de la entrada de referencia. . . . . . .. ... . ... ... ... ... 166
D.12.Bloque de conversion de voltajea PWM. . . . . . . ... ... ... ... .. 166
D.13.Calculo del voltaje maximo en la bateria del ladrillo NXT. . . . ... ... .. 166
D.14.Bloque de interaccion con el hardware del sistema. . . . . . . .. ... .. ... 167
D.15.Bloque para monitorear las senales del sistema. . . . . ... .. ... .. ... 168
D.16.Bloque de conversion del desplazamiento angular de la pelota a desplazamiento

lineal. . . . . . . e 169
D.17.Bloque de interaccion con el modelo dindmico del sistema. . . . . . . .. ... 170
D.18.Bloque que simula al hardware del sistema NXT ballbot. . . . . . . ... ... 171
D.19.Bloque de conversion de la senal PWM a voltaje. . . . . .. .. ... .. ... 171
D.20.Bloque de inicializacion del modelo en espacio de estados del sistema. . . . . . 172
D.21.Calculo de los estados del sistema. . . . . . . .. .. ... L. 172
D.22.Bloque para adecuar los estados actuales a los obtenidos por los sensores del

sistemna. . . . .. Lo e e 173
E.1. Enlace entre el codigo de Matlab® y el modelo de Simulink®. . . . . . . . .. 178
E.2. (a) Configuracion para la implementacion fisica del controlador en el sistema

NXT ballbot; (b) activacion del monitoreo de las senales en tiempo real. . . . 178
E.3. Ejecucion del controlador en el sistema NXT ballbot. . . . . . ... ... ... 179

F.1. Comparativa entre los estados del sistema en los ejes © y z ante el contro-
lador por ubicacién de polos en regiones LMI en el modelo 1 y la aplicacion de
pequenas perturbaciones durante su operacion. . . . . . . . ... ... ... 181

F.2. Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicacién de polos en regiones LMI en el modelo
Li(@)ejex, (b)ejez. . .. oo o 182

F.3. Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el contro-
lador por ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo 1 y la aplicacion de
pequenas perturbaciones durante su operacién. . . . . . . .. ... ... ... 183

F.4. Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del
sistema ante el controlador por ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo
Li(a)ejex, (b)ejez. . ..o o 183



Indice de tablas

1.1.
1.2.

3.1
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

3.6.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.
4.8.

4.9.

Técnicas de diseno de control ilustradas por el péndulo invertido. . . . . . ..
Especificaciones de ballbots existentes. . . . . ... . ... ... ........

Colores y nombres de los pines de entrada. . . . . . . .. ... ... ......
Consumo de corriente de los sensores y encoders NXT. . . . . ... ... ...
Colores y nombres de los pines de salida. . . . . . .. .. ... .........
Piezas empleadas para la construccion del sistema NXT ballbot con su respec-
TIVO PESO.  « . o o o
Datos obtenidos mediante experimentacion para la identificaciéon de parametros
del motor. . . . . . . .. e
Parametros fisicos del motor NXT reportados en la literatura. . . . . . .. ..

Valores de la respuesta temporal del modelo 1 del sistema ante el controlador
LQR . . e
Valores de la respuesta temporal del modelo 2 del sistema ante el controlador
LQR . . e
Valores de la respuesta temporal del modelo 1 del sistema ante el controlador
por asignacion de polos. . . . . ... L
Valores de la respuesta temporal del modelo 2 del sistema ante el controlador
por asignacion de polos. . . . . ...
Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 1 del sistema ante el
controlador LQR mediante LMIs. . . . . . . . ... ... . ... ........
Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 2 del sistema ante el
controlador LQR mediante LMIs. . . . . .. . . ... ... ... ........
Parametros para el controlador mediante asignacion de polos y LMIs. . . . . .
Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 1 del sistema ante el
controlador por ubicaciéon de polos en regiones LMIL. . . . . . . ... ... ...
Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 2 del sistema ante el
controlador por ubicacion de polos en regiones LMIL. . . . . . .. .. ... ...

37
37
39



XXII Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control




Capitulo 1

Introduccion

Cuenta la historia que aproximadamente en 1581 Galileo Galilei se encontraba en la cat-
edral de Pisa, cuando el movimiento de vaivén de una lampara colgante captd su atencion.
AuxiliAndose tinicamente con su pulso, comenzé a medir el periodo de los movimientos de
péndulo de la lampara. Como resultado de sus mediciones, Galileo dedujo que el tiempo de
oscilacion era independiente de la amplitud de las oscilaciones, fenémeno llamado isocronismo
[65, 67]. Esto lo llevo a realizar mas experimentos similares. Es asi como comienza el estu-
dio del péndulo como sistema fisico, dando origen a numerosos estudios tedricos y practicos
con aplicaciones dentro de la relojeria, fisica, pedagogia, filosofia, tecnologia, cultura y so-
ciedad. A partir de este sistema fisico, varias personalidades dentro de los campos de la fisica,
matematicas, filosofia, astronomia, fundamentaron las bases de sus investigaciones como lo
son: Huygens y su propuesta de un nuevo estandar de longitud, la formulacion de la fuerza
centrifuga, asi como la primer formulacién del periodo de oscilacion de un péndulo para un
angulo pequeno; Hooke y su ley del movimiento armoénico simple; Newton y el apoyo que
obtuvo mediante la formulacion de Hooke y el uso del péndulo para demostrar su segunda
y tercera ley en su obra “Principia”; Leibnitz, Bernouli, Euler y nuevamente Newton, Huy-
gens y Hooke, quienes abordaron un nuevo problema conocido como la braquistrécona y el
cual fue el origen de lo que hoy se conoce como calculo variacional, problema que pretende
encontrar los maximos y minimos de una funcion ante determinados parametros y en el que
posteriormente muchos mas investigadores contribuyeron; Foucault, quien disené un péndulo
para demostrar la rotacion de la tierra, etc. Es asi como el péndulo fue un elemento crucial
dentro de la mecanica clasica para el establecimiento de las leyes de colisiéon, conservacion,
determinacion del valor de la aceleracion de la gravedad, y asentar la fisica de Newton [50].
Algunas aplicaciones industriales del péndulo son: el sistema gobernador de vapor de Watt
utilizado para regular los motores de vapor, la implementacion de teleféricos, manipuladores
industriales y las plataformas utilizadas para la recuperacion en alta mar de petréleo y gas [5].

Los principios fisicos por los que se rige el movimiento de un péndulo simple, constituyen
una herramienta importante para lo que se conoce como alfabetizacién cientifica, que busca
hacer que el estudiante entienda la relaciéon que tiene la ciencia con las matematicas, la cul-
tura y su contexto social. Para lograr el objetivo anterior, se requiere que el alumno estudie,
comprenda e implemente los pasos del método cientifico. En los dltimos cincuenta anos han
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aparecido diversos articulos relacionados con el péndulo en las principales revistas cientificas,
en las cuales se muestran las propiedades y campos de aplicacion de un péndulo, asi como
sus diversas variantes entre las cuales destacan: el péndulo de Kater, el péndulo cicloidal, el
péndulo elastico, el péndulo bifilar, el péndulo blackwood, el doble péndulo, el péndulo de
torsion, y el péndulo invertido. El péndulo tambien sirve de base para modelar otros sistemas,
como por ejemplo, la caminata y el balanceo; ambos han sido extensamente discutidos en la
literatura y son un ejemplo del uso del péndulo y el entendimiento de sus propiedades como lo
son: el periodo natural, la energia cinética, la energia potencial, la conservaciéon de momentos
y el movimiento arménico simple [24].

Una variante del péndulo conocida como el péndulo invertido, constituye un sistema de
amplio estudio en diversas dreas de investigacion. Dentro del drea de control automatico di-
cho sistema adquiri6 gran interés debido a su naturaleza no lineal e inestable, asi como a la
facilidad para introducir perturbaciones en dicho sistema. Otro factor importante es el hecho
de que este sistema se asemeja al comportamiento de otros fendémenos fisicos complejos y que
se pueden modelar de la misma manera. Asi pues, se han desarrollado diversas leyes de con-
trol para estabilizar al sistema, ya sea abordandolo desde su forma no lineal o linealizandolo
alrededor de un punto de operacion |27].

En la actualidad existen diversas configuraciones del péndulo invertido, por ejemplo: el
péndulo invertido sobre un carro, donde la restriccién de movimiento de ambos se da en un
solo plano; el péndulo invertido sobre dos ruedas, sistema que tiene la capacidad de girar so-
bre un punto sin desplazarse ofreciéndole mayor maniobrabilidad; el péndulo esférico invertido
sobre un movil omnidireccional en el plano x — y que controla el giro libre del péndulo sobre
la base del movil; y el péndulo invertido sobre una esfera, donde el péndulo hace contacto con
la esfera mediante unas ruedas de control y la esfera a su vez directamente con la superficie,
lo que le permite equilibrarse en un menor espacio.

Estos modelos del péndulo invertido se han implementado en diversas areas, tanto mil-
itares, sociales y de la industria privada, como lo son: el control de cohetes; el modelo del
control de posicion de un propulsor primario espacial para despegues; los robots bipedos; el
modelado del movimiento de los pies del ser humano; los vehiculos terrestres; dispositivos de
transporte personal; los sistemas antisismicos en construcciones; o bien; los sistemas de absor-
cion de vibraciones mecénicas [27].

Una robopelota o ballbot (péndulo invertido sobre una esfera) es un robot movil basa-
do en un equilibrio activo y por lo tanto es “dinamicamente estable”, es decir, que solo se
mantendrd en posicion vertical si se realizan correcciones continuas en su postura. El ballbot
mantiene su equilibrio sobre una sola rueda esférica (es decir, una bola). A través de su tinico
punto de contacto con el suelo, el ballbot es omnidireccional y por lo tanto excepcionalmente
agil, maniobrable y natural en movimiento en comparacién con otros vehiculos de tierra. Su
estabilidad dinamica permite mejorar la navegabilidad en ambientes estrechos, llenos de gente
y dindmicos. El ballbot funciona sobre el mismo principio que el de un péndulo invertido [33].
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Una de las plataformas experimentales que se han usado para el estudio del ballbot es
el kit de LEGO Mindstorms NXT®. Este kit es ampliamente utilizado en diversas areas de
la educacion y la investigacion, abarcando una serie de aplicaciones, que van desde demostra-
ciones de sobremesa a la investigacion de posgrado, laboratorios y proyectos. Algunas de estas
areas son inteligencia artificial, sistemas embebidos, sistemas de control, robotica y sistemas
operativos. El kit de LEGO Mindstorms NXT® es de bajo costo comparado con otros kits de
robotica, de facil reconfiguracion, reprogramable, polivalente (puede ser usado con distintos
fines) y robusto, lo que lo hace muy adecuado para su uso en la ensefianza e investigacion
9, 13, 25, 38, 39, 63, 66, 78].

El ballbot al poder ser implementado en un kit de LEGO Mindstorms NXT® permite
analizar su comportamiento, comparar resultados reportados en la literatura y realizar mejoras
tanto en su estructura, como en las técnicas de control y navegacion aplicadas.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Péndulo invertido

El péndulo invertido, es un sistema bastante conocido dentro del area de ingenieria, esto
debido a su naturaleza no lineal, inestable, facilmente perturbable y el problema que lleva
consigo el lograr estabilizarlo en su punto de equilibrio no estable. Ademas, la amplia apli-
cacion de la tecnologia que se deriva de este sistema inestable ha despertado el interés de
varios investigadores en las areas de control y roboética en todo el mundo.

En anos recientes, los investigadores han aplicado la similitud del modelo dindmico de
un péndulo invertido movil a diversos problemas como el diseno de robots humanoides cam-
inantes, sillas de ruedas roboticas y los sistemas personales de transporte. Por ejemplo: el
segway; que se utiliza con fines comerciales y el prototipo del proyecto VECNA B.E.A.R;
robot que se puede utilizar para operaciones militares [17]. Dichos proyectos han propicia-
do en los ultimos anos que los robots humanoides sobre ruedas ganen popularidad a nivel
comercial y gubernamental, debido a su gran movilidad. Asi también, el problema de control
se puede simular y aplicar en un saléon de clases para ensenar a los estudiantes la necesidad
de controlar los movimientos de un robot inestable sobre ruedas asi como las propiedades y
operaciones fundamentales empleadas en roboética movil.

Entre los trabajos reportados en la literatura existente, y que estdn relacionados con el
péndulo invertido, pueden citarse los siguientes: el péndulo invertido sobre un carro|3, 26|,
el péndulo con disco inercial[8, 71|, el péndulo esférico invertido |28, 48, 79], el péndulo de
Furutal4, 23|, el pendubot|7, 21, 70], el acrobot [10, 14, 69], el sistema bola-viga [2, 29, 59|, el
sistema de despegue y aterrizaje vertical de un avion (VTOL, Vertical Take-Off and Landing,
por sus siglas en inglés) [30, 49|, y el sistema oscilador traslacional con actuador rotacional
(TORA, Translational Oscillator with Rotational Actuator, por sus siglas en inglés) [37, 51, 75].
Dentro del area de control automético el péndulo invertido ha mantenido durante al menos
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cincuenta anos su utilidad para ilustrar casi todas las técnicas que han surgido en esta disci-
plina y que se han reportado en diferentes medios de divulgacion como se muestra en la Tabla
1.1.

Tabla 1.1: Técnicas de diseno de control ilustradas por el péndulo invertido. Tabla tomada de
[11].

Técnica de Control Libros | Recopilaciones | Articulos de Investigacion

Control Bang-Bang ° °

Control con Loégica Difusa

Control con Redes Neuronales

Control PID Adaptativo

Control Robusto

Control Basado en Energia

Control Hibrido

Control por Modos Deslizantes

Control Optimo en el Tiempo

Control Predictivo

Control de Perturbaciéon Singular

Control Feed-forward

En anos recientes una nueva configuraciéon del péndulo invertido ha logrado acaparar
la atencion de la comunidad cientifica. Se trata de una configuraciéon de péndulo invertido
conocida como ballbot, un robot que se adapta a diferentes entornos, ademas de que posee
caracteristicas que lo hacen robusto. Existen lineas de investigacion relacionadas con este tipo
de robot en las cuales se busca mejorar la estructura mecanica del robot y los esquemas de
control aplicados al mismo, dejando abierta una amplia gama de aplicaciones.

1.1.2. Robots tipo ballbot
Origen ballbot

En la Universidad de Carnegie Mellon bajo la direccion del doctor Ralph Hollis y los
ingenieros George Kantor y Umashankar Nagarajan, se desarrollé un robot equilibrista capaz
de balancearse sobre una bola de boliche, como se muestra en la Figura 1.1, al que llamaron
“ballbot” [33]. Estos investigadores consideran que para lograr un desempeno productivo de
los robots, dentro de la vida cotidiana de los seres humanos, estos deben de contar con una
estructura robusta. Los autores senalan que, la altura suficiente de los robots para interac-
tuar eficazmente en entornos humanos tiene un centro de gravedad alto y se debe acelerar
y desacelerar lentamente, asi como evitar las rampas empinadas, para evitar que se caiga.
Para contrarrestar este problema, los robots estaticamente estables (robots que viajan so-
bre bases de apoyo de tres o cuatro ruedas y que mantiene a los robots verticales incluso



Antecedentes 5

en reposo) tienden a tener cuerpos grandes con distancias anchas entre ejes, lo que limita en
gran medida su movilidad a través de las puertas y alrededor de los muebles o las personas [33].

El tamano de los robots en tltima instancia, afecta su movilidad. Con el fin de resolver
dicho problema, al doctor Hollis se le ocurrié un nuevo disenio que mejora la estructura global
del robot asi como su movilidad. Hollis y su equipo construyeron un robot de cinco pies de
alto, agil y delgado. El objetivo del robot es equilibrarse en si mismo sobre la parte superior de
una rueda esférica. Hollis compara el diseno de la estructura de su robot con la de un boligrafo
gigante o un payaso de circo tratando de equilibrarse en lo alto de una pelota. El ballbot fun-
ciona sobre el mismo principio que el de un péndulo invertido [33]. El verdadero reto de Hollis
fue mantener el robot autobalanceado en una posicién vertical estable, puesto que el sistema
en lazo abierto no es estable. Hollis encontré que la mejor manera de resolver este problema era
la implementacion dentro de su disenio de nuevos sensores avanzados y algoritmos de control
6ptimos. Los sensores que se incorporaron incluyen un giroscopio y un acelerémetro. Hollis
implement6 un algoritmo de control denominado “regulador lineal cuadratico” (LQR, Linear
Quadratic Regulator, por sus siglas en inglés), técnica con la cual logréo mantener el ballbot en
un estado vertical estable en lazo cerrado. El LQR se basa en la teoria de control 6ptimo. El
objetivo principal al utilizar técnicas de control 6ptimo en el sistema es minimizar el esfuerzo
para estabilizar el ballbot en la posicién vertical.

Figura 1.1: Proyecto ballbot junto a su creador, Ralph Hollis de la Universidad de Carnegie
Mellon (CMU). Imagen tomada de http://www.msl.ri.cmu.edu/projects/ballbot/ .

La estructura del ballbot utiliza cuatros rodillos para actuar sobre la esfera. Ademaés posee
una unidad de medicién inercial que aporta informacién sobre los angulos y la velocidad de
inclinacién, como se puede apreciar en la Figura 1.2. Utiliza un mecanismo de viraje para la
rotacion alrededor del eje vertical y tiene instaladas tres extremidades para que tenga estabili-
dad estética cuando se apague. Su sistema de control esté dividido en varias etapas: control de
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estabilidad, control de estacionamiento, control de trayectorias, control contra perturbaciones
intensas. Ademas, gracias a su sistema de tres extremidades es capaz de moverse s6lo desde el
arranque hasta el apagado sin intervencion externa. El sistema contra perturbaciones es capaz
de determinar, en funcién de la intensidad de la perturbacion, la intenciéon de la persona u
objeto que la ha producido y actuar en consecuencia. Una de las debilidades de este robot es
la incapacidad que tiene de subir por escaleras.

Yaw (Z)

INERTIAL MEASURING UNIT
(CONCEPTUAL)

Battery

Accelerometer
Control computer

Fiber-optic

Batterycharger

~a Pitch(Y)

Roll (X)
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Drive motorand —
optical encoder

Inertial measuring unit
[vertical gyroscope)

Tripodmotor Drive belt —

Tripod leg
[retracted)

Drive roller —

Drive system

Drive ball

Drive ball

Figura 1.2: Estructura del ballbot (CMU), con sus componentes principales. Imagen tomada
de [33].

Proyectos ballbot

Aunque varios robots tipo ballbot se han desarrollado en los ultimos anos, ninguno de
ellos ha sido capaz de utilizar todo el potencial de agilidad que caracteriza a un sistema ballbot.

Como se ha mencionado, el primer ballbot fue desarrollado en el ano 2006, en la Univer-
sidad de Carnegie Mellon (CMU) en los EE.UU (Figura 1.1) [33]. Otro ballbot denominado
BALLIP (Ball Inverted Pendulum) fue desarrollado por el Dr. Masaaki Kumagai, director del
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departamento de robotica de la Universidad de Tohoku Gakuin (TGU) en Japoén, el cual se
aprecia en la Figura 1.3 [42]. La estrategia elegida en este proyecto es utilizar tres ruedas om-
nidireccionales en lugar de rodillos para actuar sobre la esfera, tal como se observa en la Figura
1.4. Entre sus funciones estan volver al punto donde se encontraba antes de una perturbacion,
control del robot con un dedo y disefio robusto frente a variaciones de peso. Posteriormente,
un tercer prototipo surgié como un proyecto estudiantil en 2009 en la Universidad de Adelaida
(UA) en Australia, éste se muestra en la Figura 1.5 [22].

Figura 1.3: Ballbot desarrollado por Masaaki Kumagai y Takaya Ochiai en la Universidad de
Tohoku Gakuin. Imagen tomada de [42].

Figura 1.4: Uso de ruedas omnidireccionales en lugar de rodillos en el ballbot (TGU). Imagen
tomada de [42].

La segunda version del ballbot (CMU) se estabilizo con un controlador PID (propor-
cional integral derivativo) en cascada. El ballbot TGU utiliza un controlador PD (proporcional
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Figura 1.5: Ballbot desarrollado por Justin Fong y Simon Uppill en la Universidad de Ade-
laida. Imagen tomada de http://sites.mecheng.adelaide.edu.au/robotics/robotics_
projects.php?wpage_id=44&title=61&browsebyyear=2009.

Figura 1.6: Proyecto Rezero, creado por estudiantes de la ETH Zurich. Imagen tomada de
[74].


http://sites.mecheng.adelaide.edu.au/robotics/robotics_projects.php?wpage_id=44&title=61&browsebyyear=2009 
http://sites.mecheng.adelaide.edu.au/robotics/robotics_projects.php?wpage_id=44&title=61&browsebyyear=2009 
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derivativo). El ballbot UA se controla con un controlador LQR que utiliza una parte integral
adicional. Es importante mencionar que todos estos proyectos desarrollaron un controlador
basado en un modelo planar. Se pueden apreciar las caracteristicas de los ballbots antes men-
cionados en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2: Especificaciones de ballbots existentes. Tabla tomada de [20].

Universidad CMU TGU UA

Ano 2006-2010 | 2006-2008 | 2009
Peso 45 Kg 11 Kg 34.5 Kg
Altura 150 cm 50 cm 160 cm
Maximo angulo de inclinacién <1° <5H° <5°
Maxima velocidad <01m/s | <0.3m/s | <0.1 m/s
Rotacion alrededor de su propio eje | si si no
Controlador implementado LQR/PID | PD LQRPI

Posteriormente, alumnos de la Universidad ETH Zurich desarrollaron el proyecto “Reze-
ro”, el primer ballbot que no sélo se centra en la estabilidad y el balanceo suave, sino que
también apunta a una gran agilidad y alta aceleracion, moviéndose de manera natural, como
se observa en la Figura 1.6. Entre las multiples funciones que posee este robot se pueden men-
cionar: un control de estabilidad y trayectoria, un sistema de seguimiento por laser, orbitaciéon
alrededor de un objeto y control remoto del robot. El desarrollo de lineas de investigacion
en torno a los robots tipo ballbot, apunta asi a la produccién de robots guias, de transporte,
fotografos, juguetes y otros servicios limitados a la imaginacion [74].

Con el desarrollo de estos prototipos y la constante investigacion sobre temas relacionados,
han surgido diversas publicaciones en el campo de control automético y robdtica movil, véase
[1, 6, 20, 22, 41, 44, 45, 48, 52, 53, 55, 60, 68, 76, 79, 80].

1.1.3. LEGO Mindstorms NXT®

Lego Mindstorms NXT® es un kit con elementos basicos de robotica, que va desde la
union de piezas a la programacion de acciones de una forma interactiva y orientada para
ninos. Este kit es fabricado por la empresa Lego®. El kit NXT de la Figura 1.7 es una version
mejorada a partir de Lego Mindstorms RCX®, que generalmente se considera la predecesora
y precursora de los bloques programables de Lego®.

El componente principal o ladrillo inteligente contiene: un microcontrolador principal
ARMT (AT91SAMT7S256) de 32 bits a 48 MHz, que incluye 256 Kb de memoria Flash y 64 Kb
de RAM externa, encargado de ejecutar el software; un microcontrolador para los sensores y
motores AVR (ATmega48) de 8 bits a 8 MHz, con 4 Kb de memoria Flash y 512 bytes de RAM.
El ladrillo NXT dispone de cuatro entradas para los sensores y tres salidas de energia para
los motores como se muestra en la Figura 1.8. Los sensores que trae de fabrica son: sensor de
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Figura 1.7: Elementos del kit LEGO Mindstorms NXT®. Imagen tomada de http://cache.
lego.com/downloads/education/9797_LME_UserGuide_US_low.pdf.

contacto, sensor de luz, sensor ultrasoénico y sensor de sonido. Existen también otros sensores y
accesorios no oficiales como los sensores de giro, sensores de aceleracion, sensor de temperatu-
ra, sensor de fuerza, ruedas omnidireccionales, pelotas electrénicas, bloques wi-F1, entre otros,
los cuales son distribuidos por fabricantes como : HiTechnic, Dexter Industries v Mindsensors.

bt Servomotores
o

Sensor
de contacto

Sensor de distancia

Sensor de sonido X
(sensor de ultrasonidos)

Sensor de luz
Bombilla

Figura 1.8: Ladrillo inteligente NX'T con sus respectivos sensores y motores. Imagen tomada
de http://legomindstorms.es/.

El ladrillo NXT puede comunicarse con otros bloques NXT, computadoras, palms, telé-
fonos moviles y otros aparatos con conectividad bluetooth ya que posee una interfaz bluetooth


http://cache.lego.com/downloads/education/9797_LME_UserGuide_US_low.pdf
http://cache.lego.com/downloads/education/9797_LME_UserGuide_US_low.pdf
http://legomindstorms.es/
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compatible con la clase II V2.0. Asi como una conexion directa con la computadora mediante
la interfaz de USB que posee. Ademas, el ladrillo contiene un display LCD (100x64 pixeles), 4
botones para navegar en la interfaz de usuario, una bocina interna y su alimentacion es medi-
ante 6 pilas AA o una baterfa recargable. Una consulta mas extensa acerca del funcionamiento
del kit LEGO Mindstorms NXT® se encuentra disponible en [35, 46].

Respecto al software, Lego® proporciona de fabrica un lenguaje de programacion grafico
muy sencillo basado en National Instruments LabVIEW® denominado NXT-G, como se ob-
serva en la Figura 1.9, esto debido a que originalmente el kit esta orientado hacia ninos. Gracias
a que el firmware es de codigo abierto y Lego® proporciona la documentacion necesaria para
desarrollar software y hardware, se han desarrollado diversas herramientas computacionales
para la programaciéon de las acciones del ladrillo. Algunos lenguajes y entornos de progra-
macion que admite son: C#, Robolab, RobotC®, leJOS NXJ, Matlab-Simulink®, LabVIEW ®
y naxtOSFEE.

Un diagrama a bloques de la estructura principal del ladrillo NXT se puede observar en
la Figura 1.10.

Figura 1.9: Entorno de programacién NXT-G. Imagen tomada de http://mindstorms.lego.
com/en-us/history/default.aspx.

El uso del kit de LEGO Mindstorms NXT® es altamente aceptado dentro de la comu-
nidad de investigadores, tanto para realizar demostraciones en la docencia, como para abordar
nuevas lineas de investigacion, esto debido a que el kit es econémico, reprogramable, polivalente
y robusto. Los siguientes trabajos son una muestra de las aplicaciones a nivel de investigacion
que han usado el Lego Mindstorm como plataforma experimental [9, 13, 25, 38, 39, 63, 66, 78|.

LEGO NXT ballbot

El NXT ballbot es una version disefiada por Yorihisa Yamamoto [78] sobre un kit de
LEGO Mindstorms NXT® del ballbot desarrollado por Ralph Hollis de la Universidad de
Carnegie Mellon. El NXT ballbot mantiene su equilibrio sobre una rueda esférica mediante
dos sensores giroscopicos que proporcionan la velocidad angular para medir la inclinaciéon y


http://mindstorms.lego.com/en-us/history/default.aspx
http://mindstorms.lego.com/en-us/history/default.aspx

12 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

Power Bluetooth® use
supply Bluecore™ 4.0 *
Display H SPI-Bus IUART-Bu;I
Main Processor J
Atmel®* ARM7
> «>
2 Buttons 41 12C-Bus 2
5 S
5 H
8 £
> Co-Processor <>
Atmel* AVR

Figura 1.10: Diagrama a bloques de la estructura principal del ladrillo NXT. Imagen tomada
de http://zeus.nyf.hu/"simona/NXT_Hardware.pdf.

dos motores que se comportan como actuadores, como se puede apreciar en la Figura 1.11.
La construccion estandar utiliza piezas de Lego® que se incluyen dentro de la caja del kit
LEGO Mindstorms NXT® educativo o version bésica, a excepcion de los giroscopios. El kit
de Lego® en si mismo se utiliza como un banco de pruebas para calibrar los sensores, actua-
dores y realizar la estimacion de varios parametros desconocidos, tales como el momento de
inercia de los motores y sus coeficientes de friccion [66].

Figura 1.11: Prototipo NXT ballbot desarrollado por Yorihisa Yamamoto y basado en el
ballbot de Ralph Hollis. Imagen tomada de [78§].


http://zeus.nyf.hu/~simona/NXT_Hardware.pdf
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1.2. Planteamiento del problema

El uso de robots inteligentes que interactiien con el entorno y ayuden en las actividades
diarias se ha convertido en una realidad, pero aun faltan resolver varios problemas fundamen-
tales en cuanto a la percepcion robética, modelado de su entorno, razonamiento automatizado,
la manipulaciéon de objetos y su locomociéon. Es asi como ingenieros e investigadores se han
dado a la tarea de desarrollar nuevas técnicas de control, programacion, y navegacion, con el
fin de resolver dichos problemas y construir un robot lo mas completo posible para interactuar
con los humanos de manera natural en un ambiente cotidiano.

Con base en estas necesidades y en la revision realizada en la literatura del problema de
estabilizacion de un robot dindAmicamente estable en movimiento, en este proyecto se pretende
abordar el tema de modelado, construccion y control de un péndulo esférico invertido, basado
en el diseno del robot tipo LEGO NXT ballbot. Para llevar a cabo dicho proyecto, sera
necesario desarrollar el modelo dindmico del sistema, la caracterizacion de los sensores y
actuadores a emplear, disenar e implementar diversas leyes de control a fin de realizar una
comparativa en términos de su desempeno, asi como desarrollar una interfaz mediante el uso
de algun paquete de programacion como Labview®, Matlab-Simulink® o LeJOS NXJ.

1.3. Justificacion

El control del equilibrio durante el movimiento de los robots moéviles con estabilidad
dindmica en lazo cerrado es muy importante dentro del campo de la robética mévil y el
control automatico. Debido a esto han surgido diversas leyes de control las cuales pretenden
optimizar los recursos con los cuales se logre estabilizar un sistema, ademéas de ser lo sufi-
cientemente rapidas y confiables en su desempeno. El problema radica en que no existe una
metodologia tnica para sintonizar dichos controladores, por lo que se comparara la técnica del
regulador lineal cuadratico (LQR) propuesto en la literatura revisada y se implementara dicha
técnica con ayuda de una herramienta que mejore la sintonizacién del controlador, como lo
es la técnica de incertidumbre acotada en los datos (BDU, Bounded Data Uncertainties, por
sus siglas en inglés) o desigualdades matriciales lineales (LMI, Linear Matriz Inequalities, por
sus siglas en inglés). Posteriormente se pretende emplear el kit de LEGO Mindstorms NX T®
bajo el modelo de un LEGO NXT ballbot para implementar dichos controladores.

Al final del proyecto se espera contar con un sistema el cual tenga un comportamiento
o6ptimo en su desempeno comparado con las técnicas tradicionales del control automatico, que
sirva a estudiantes y profesores para llevar a la practica conceptos tedricos de ingenieria de
control y robotica movil de una manera facil e interactiva, empleando una plataforma accesible
y polivalente como lo es el kit LEGO Mindstorms NXT®,

Al ser la carrera de mecatronica un area multidisciplinaria, en este proyecto se pretende
poner en practica conocimientos adquiridos en materias como: control automaéatico, roboética,
sistemas digitales, programacion, disenio de elementos de méquinas, diseno asistido por com-
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putadora, etc., considerando que en dichas materias, el presente trabajo se podria mostrar
como un ejemplo practico de la aplicacion de los conocimientos teoricos.

1.4. Hipobtesis

= El controlador a disenar para el sistema completo en 3D se puede lograr mediante el
diseno de controladores independientes para los dos sistemas de planos separados e
idénticos (sagital y coronal).

» La técnica mediante incertidumbre acotada en los datos (BDU) o desigualdad matricial
lineal (LMI) para sintonizar el regulador lineal cuadratico (LQR) dard como resultado
un controlador con mejor desempeno en términos de robustez que el reportado en la
literatura.

= Un controlador mediante la técnica del LQR tendra un mejor desempenio del error en
estado estable, asi como una demanda en el esfuerzo de control de manera 6ptima, en
contraste a un controlador mediante asignaciéon de polos.

= Una vez simulado el comportamiento de dichos controladores, estos podran ser imple-
mentados en el LEGO NXT ballbot.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Modelar, construir y controlar un péndulo invertido esférico basado en el prototipo LEGO
NXT ballbot, comparar el controlador tipo regulador lineal cuadratico (LQR) propuesto en la
literatura con un controlador clasico como el de asignacion de polos en lazo cerrado y mejorar
el desempeno del LQR mediante técnicas de sintonizacion. Posteriormente implementar dichos
controladores en el LEGO NXT ballbot.

1.5.2. Objetivos Especificos

El problema general se puede agrupar en los siguientes objetivos especificos, que son:

= Desarrollar el modelo dindmico del sistema mediante la formulacion de Euler-Lagrange
y linealizarlo alrededor de su punto de equilibrio para obtener las ecuaciones de estado
de forma lineal.

= Realizar el ensamblado fisico y virtual (Solidworks®) del prototipo LEGO NXT ballbot,
asi como realizar pruebas experimentales para identificar los parametros fisicos de los
motores. Esto para estimar los parametros fisicos requeridos en el modelado del sistema,
comparandolos con los reportados en la literatura.
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» Realizar simulaciones numéricas del algoritmo de control tipo regulador lineal cuadratico
(LQR) reportado en la literatura para el LEGO NXT ballbot y disenar dicho algoritmo
con alguna técnica de sintonizaciéon que permitan mejorar el desempeno en su estabi-
lizacién, asi como disenar un controlador clasico mediante asignacion de polos. Realizar
comparaciones entre dichos controladores.

= Implementar los controladores disenados en el LEGO NXT ballbot, desarrollando una
interfaz grafica para monitorear los procesos.

= Documentar todos los pasos elaborados y publicar los resultados obtenidos en congresos,
publicaciones, talleres, etc.

1.6. Metodologia de Desarrollo
Para el desarrollo del presente proyecto se propone la siguiente metodologia:

= Instalaciéon de todos los paquetes de programacién y complementos necesarios para uti-
lizar de forma adecuada el kit de LEGO Mindstorms NXT® y su interaccion con otros
paquetes de programacion como: Matlab-Simulink® y JAVA®. Se revisara la docu-
mentacion existente y se asignard una computadora del laboratorio de mecatronica para
dichas pruebas.

» Desarrollar el modelo matematico mediante la metodologia de Fuler-Lagrange y lin-
ealizarlo alrededor de su punto de equilibrio.

» Ensamblar las piezas del kit de LEGO Mindstorms NXT® para construir el prototipo
ballbot de Yorihisa Yamamoto |78].

» Ensamblar las piezas de LEGO® en un software de CAD, en este caso Solidworks®,
para determinar los parametros fisicos del sistema (estructura), para ello, se empleara
una libreria existente de las piezas de LEGO® proporcionada por la Universidad de
Carnegie Mellon, las piezas faltantes se modelaran en Solidworks® para proceder a
realizar el ensamble de la estructura del LEGO NXT ballbot.

= Determinar los parametros fisicos internos de los actuadores, mediante el andlisis de
su diagrama eléctrico y estimaciones experimentales aplicadas para un motor de DC
comun. Para ello se muestra un banco de pruebas con el LEGO Mindstorms NXT® en
|66].

= Realizar la caracterizacion y calibracién de los sensores giroscopicos mediante un algo-
ritmo de estimacion de sesgo en linea.

= Realizar las simulaciones numéricas del controlador propuesto en la literatura, disenar
nuevamente el mismo controlador empleando técnicas de sintonizacién para mejorar el
desempeno del controlador, asi como disenar un controlador clasico mediante asignacion
de polos.
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= Comparar los resultados de los diversos controladores.

= Realizar una interfaz para monitorear los procesos durante la implementacion fisica de
los algoritmos de control sobre el LEGO NXT ballbot.

= Realizar pruebas finales y redactar el documento final.

1.7. Estructura de la Tesis

Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta
una introduccion y antecedentes al tema que se plantea; se establecen el planteamiento y la
justificacion del problema a abordar, se especifican los objetivos a cumplir a fin de resolver las
hipotesis propuestas, y por tltimo se describe la metodologia a seguir durante el desarrollo del
trabajo. En el Capitulo 2 se resume la teoria que da respaldo al diserio de controladores 6ptimos
y robustos, y que se utilizara en el disenio e implementacion de los esquemas de control a utilizar
en el NXT ballbot. En el Capitulo 3 se presenta un analisis de los elementos que conforman
la estructura del sistema LEGO NXT ballbot, posteriormente, se aborda la estimacion de
parametros del sistema que se emplean al final del capitulo para obtener el modelo dinamico
del sistema NXT ballbot mediante la metodologia de Euler-Lagrange, finalmente se desarrolla
la linealizacién del modelo alrededor de un punto de equilibrio, y se establece su representacion
en un modelo politopico para incluir incertidumbres en los parametros. En el Capitulo 4 se
describe el procedimiento para obtener las ganancias de diferentes controladores propuestos,
y se realiza el analisis temporal de la respuesta del sistema en lazo cerrado con las ganancias
obtenidas, a fin de comprobar que cumplan con la estabilizacion del sistema NXT ballbot.
El Capitulo 5 presenta los resultados en simulacién de los controladores en el modelo del
sistema NXT ballbot implementado en Simulink®. En el Capitulo 6 se muestran las respuestas
experimentales de los diferentes controladores disenados, asi como se realiza una comparativa
entre las diferentes respuestas que genera cada controlador experimentalmente y su respectiva
respuesta en simulacion. Por dltimo, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones obtenidas
a lo largo del desarrollo del trabajo de tesis, se plantean mejoras en el sistema NXT ballbot
para obtener un mejor desempeno y se mencionan posibles trabajos futuros apartir del trabajo
realizado.



Capitulo 2

Control 6ptimo y robusto

2.1. Teoria moderna de control

El enfoque del control clasico es aplicable a sistemas con caracteristicas de una entrada y
una salida (SISO, Single Input Single Output, por sus siglas en inglés), lineales o que pueden
ser linealizados y que son invariantes en el tiempo [15]. Pero debido a los avances tecnologicos
y el requerimiento de sistemas con mayor precision y capaces de realizar tareas més complejas
y sofisticadas, estos sistemas pueden contar con multiples entradas y multiples salidas (MIMO,
Multiple Input Multiple Output, por sus siglas en inglés), asi como pueden ser variantes en el
tiempo [56].

Es asi como surge en los anos de 1960, la teoria moderna de control, la cual es aplicable
a sistemas SISO y MIMO, que pueden ser lineales o no lineales e invariantes o variantes en
el tiempo. Otra caracteristica del control moderno es su aproximacion en el dominio tempo-
ral, mientras que la teoria de control convencional es una aproximaciéon en el dominio de la
frecuencia compleja [56].

2.1.1. Espacio de estados

La teoria moderna de control se basa en el espacio de estados, definiendo como el estado
de un sistema dinamico al conjunto de variables més pequeno (variables de estado) el cual
conociendo un tiempo inicial ¢y, junto con las variables de entrada determinan completamente
el comportamiento del sistema para cualquier tiempo t > to [15].

Las variables de estado constituyen al menor conjunto de variables que son requeridas
para describir la naturaleza dinamica del sistema, y estas no necesariamente necesitan ser fisi-
camente medibles, ya que si el sistema es observable entonces las variables que no se pueden
medir son estimadas. La importancia de disponer de las mediciones de las variables de estado,
o estimar algunas de ellas, reside en que las leyes de control 6ptimo requieren de realimentar
todas las variables de estado. LLa manera en la cual las variables de estado cambian como una
funcion del tiempo puede ser a través de una trayectoria en un espacio n-dimensional, llamado
espacio de estados [15, 56].
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Formulacién de espacio de estados para sistemas en tiempo continuo

Un sistema dinamico lineal e invariante en el tiempo (LTI, Linear Time Invariant, por
sus siglas en inglés), en tiempo continuo es descrito por

x(t) = Ax(t)+ Bu(t), ecuacion de estado
).

y(t) = Cx(t) + Du(t ecuacion de salida (2.1.1)

Con condiciones iniciales x(t = to) = x(tp). Aqui, x(¢) € R™ es un vector de estado,
u(t) € R” es un vector de control , y y(t) € RP es un vector de salida y las diversas matrices
A B, ..., son de dimension apropiada [54].

2.1.2. Controlabilidad y observabilidad

Los conceptos de controlabilidad y observabilidad fueron introducidos por Kalman (1960),
y juegan un rol importante en el control de sistemas SISO y MIMO [15].

Se dice que un sistema es controlable en el tiempo tg si se puede transferir desde un estado
inicial x(¢y) a cualquier otro estado x(¢), mediante un vector de control u(t) sin restricciones,
en un intervalo de tiempo finito [15, 56].

Se dice que un sistema es observable en el tiempo % si, con el sistema en el estado x(ty),
es posible determinar este estado a partir de mediciones de la salida y(¢) y de la entrada u(t)
(15, 56.

El sistema (2.1.1) con el par (A € R™™ B € R™") se dice de estado completamente
controlable si cualquiera de las siguientes condiciones se cumple

1. El rango de la matriz de controlabilidad

Q. — [B AB A’B... A" 'B], (2.1.2)
es n (rango de fila completa), o

2. El Gramiano de controlabilidad

W.(t) = [5 eA"BBYeA™ dr, 21y
2.1.3

t _ Ty
— fO 6Az‘, TBBTeA t—1 dT,

es no singular para cualquier ¢t > 0 [15, 54, 56].

El sistema (2.1.1) con el par (A € R™"™ C € RP*") es completamente observable si
cualquiera de las siguientes condiciones se cumple
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1. El rango de la matriz de observabilidad

Q, — [c CA CA?...cA™ '] (2.1.4)
es n (rango de columna completa), o
2. El Gramiano de Observabilidad
W,(t) = [ eA'TCTCeA dr, (2.1.5)

es no singular para cualquier ¢t > 0 [15, 54, 56].

2.1.3. Retroalimentacion de variables de estado

Cualquier sistema en el que la magnitud de salida es monitoreada y comparada con la
entrada, usando cualquier diferencia para llevar al sistema hasta que la salida sea igual a la
entrada es llamado sistema de control en lazo cerrado o retroalimentado [15].

Del sistema descrito por las ecuaciones de estado y salida (2.1.1), se selecciona una ley
de control de la forma

u=(r — Kx), (2.1.6)

donde, r(t) es un vector de variables de estado deseado y K se conoce como la matriz de
ganancia de realimentacion de estado.

Sustituyendo la ecuacion (2.1.6) dentro de la ecuacion (2.1.1) se obtiene

x = Ax + B(r — Kx),
o agrupando términos
x = (A — BK)x + Br. (2.1.7)

En la ecuacion (2.1.7) la matriz (A — BK) es la matriz del sistema en lazo cerrado.

Para el sistema descrito por la ecuacion (2.1.1), y usando la ecuacion caracteristica dada
por

I(sI— A)| = 0. (2.1.8)

Las raices de la ecuacion (2.1.8) son los polos o eigenvalores en lazo abierto. Para el
sistema en lazo cerrado descrito por la ecuacion (2.1.7), la ecuacion caracteristica es

|(sI — A + BK)| = 0. (2.1.9)

Las raices de la ecuacion (2.1.9) son los polos o eigenvalores en lazo cerrado [15].
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2.2. Diseno de sistemas 6ptimos

La optimizacion es una caracteristica muy deseable hoy en dia, el ser humano busca la
manera de realizar su trabajo, emplear recursos y administrar su tiempo de la manera més 6p-
tima posible. La optimizacion puede ser clasificada como optimizacion estatica y optimizacion
dinamica [54].

= Optimizacioén estatica: Se centra en controlar una planta bajo condiciones de estado
estable, es decir, las variables del sistema no cambian con respecto al tiempo. La planta
es descrita por ecuaciones algebraicas. Las técnicas utilizadas son calculo elemental,
multiplicadores de Lagrange, programacion lineal y no lineal.

= Optimizacién dindmica: Centrada en el control éptimo de plantas bajo condiciones
dindmicas, es decir, las variables del sistema cambian respecto al tiempo y por lo tanto
el tiempo es involucrado en la descripcion del sistema. La planta es entonces descrita por
ecuaciones diferenciales. Las técnicas utilizadas son técnicas de busqueda, programacion
dindmica, calculo variacional y el principio de Pontryagin.

2.2.1. Control 6ptimo

El principal objetivo del control 6ptimo es determinar una ley de control, tal que la
dindmica del sistema alcance un objetivo o siga a una variable de estado (o trayectoria) ha-
ciendo que opere dentro de ciertas limitantes fisicas de control o en los estados del sistema y
que al mismo tiempo optimice (maximizando o minimizando) un criterio de desempernio elegido
(indice de desempeno o funcion de costo) [15, H4].

En la formulacién de un problema de control 6ptimo se requiere:

» Un modelo matematico del proceso a ser controlado(generalmente en la forma de vari-
ables de estado).

= Una especificacion del indice de desempeno, en base a la tarea a realizar.

» Un enunciado de condiciones limite y las restricciones fisicas en los estados y /o controles.

Indice de desempeiio

El indice de desempenio (PI, Performance Indez, por sus siglas en inglés) a optimizar
puede tomar varias formas dependiendo el tipo de problema que se aborde, como se describe
a continuacion.
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Indice de desempenio para sistemas de control éptimo en tiempo: En este problema
se intenta transferir un sistema desde un estado inicial arbitrario x(¢9) a un estado final
especificado x(t;) en un tiempo minimo. El correspondiente indice de desempefio se describe

como
ly
J:/ dt =ty —ty =1t",

to

donde (*) indica condicion 6ptima.

Indice de desempenio para sistemas de control 6ptimo en combustible: Consideran-
do el problema de una nave espacial. Siendo u(t) el empuje de un motor de cohete y suponiendo
que la magnitud |u(t)| del empuje es proporcional a la razén de cambio en el consumo de com-
bustible. Con el fin de minimizar el gasto total de combustible, la formulaciéon del indice de
desempeno se describe como
Ly
J = / lu(t)| dt.

to

Para varios controles, podria escribirse como

tf m
to =1

donde R es un factor de ponderacion.

Indice de desemperio para sistemas de control de energia minima: Considerando
u;(t) como la corriente en el lazo i-ésimo de una red eléctrica. Entonces > 0" u?(t)r; (donde,
r; es la resistencia del lazo i-ésimo) es la potencia total o la tasa total de gasto de energia de
la red. Entonces, para la minimizacion de la energia total consumida, se tiene un criterio de
desempeno como

tf m
J:/ Zu?(t)ridt,
to =1

o en general

J= / 7 T (O Ru(t)de,

to

donde, R es una matriz definida positiva y (T) denota transpuesta.

Del mismo modo, se puede pensar en la minimizaciéon de la integral del error al cuadrado
de un sistema de seguimiento. Por lo que se tiene



22 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

tf
J= / < (1) Qx(t)dt,

to
donde, x,4(t) es el valor deseado, x,(t) es el valor actual, y x(t) = x,(t) — x4(t), es el error.
Aqui Q es una matriz de ponderacion, cuél puede ser semidefinida positiva.

Indice de desempenio para sistemas de control terminal: En un problema de objetivo
terminal, el interés es reducir al minimo el error entre la posicién objetivo deseada x,4(tf) v la
posicion objetivo actual x,(¢;) al final de la maniobra o en el tiempo final ¢;. El error terminal
(final) es x(t5) = x,(tf) — x4(ty). Teniendo cuidado de los valores positivos y negativos de
error y factores de ponderacion, la funcion de costo se describe de la siguiente manera

J =x"(ts)Fx(ty),

cual también es llamada funcidn de costo terminal. Aqui, F es una matriz semidefinida positiva.

Indice de desempeno para sistemas de control general: Combinando las formula-
ciones anteriores, se tiene el siguiente indice de desempeno en forma general

J=x"(t;)Fx(t) + / ' [x"(1)Qx(t) + u” (t)Ru(t)] dt, (2.2.1)

to
donde, R es una matriz definida positiva, y Q y F son matrices semidefinidas positivas. Como
nota, las matrices Q y R pueden ser variantes en el tiempo.

Restricciones

Los vectores de control u y estado x siempre se encuentran limitados a la hora de imple-
mentar fisicamente un controlador, esto se debe a las caracteristicas propias de los sensores y
actuadores empleados. Es por esto que es necesario conocer estas restricciones fisicas, ya sea
de corriente, voltaje, velocidades maximas, etc. y representarlas mediante

U_ S u(t) S U+7 y X_ S X(t) S X+,

donde, + y — indican el valor maximo y minimo que las variables pueden alcanzar.

2.2.2. Regulador cuadratico lineal (LQR)

El diseno de control tipo regulador cuadratico lineal (LQR) para un sistema de tipo (2.1.1)
que se encuentra inicialmente desplazado del equilibrio, implica seleccionar valores apropiados
para la matriz de ganancia de retroalimentacién K en la ley de control lineal, de tal manera
que el sistema retorne a su estado de equilibrio y que la funcion de costo se reduzca al minimo
[15, 47, 56].



Diseno de sistemas robustos 23

La ley de control se describe mediante

u=—-Kx. (2.2.2)

Mientras que eligiendo la funcion de costo descrita por la ecuacion (2.2.1), y considerando
que para que J sea finita, es necesario que x(t;) — 0, con lo que se descarta el primer término
y se obtiene la funcién de costo siguiente

J = /OO (x"Qx + u"Ru) dt. (2.2.3)
0

La funcion de costo es una funciéon de la matriz de estados, x € R", y la matriz de en-
tradas, u € R", en el caso MIMO. Q € R™" y R € R"™" son matrices simétricas definidas
positivas. La matriz de ponderacién Q establece qué estados tendran mayor prioridad a ser
controlados que otros, la matriz R pondera la cantidad de accién de control a ser aplicada
dependiendo de qué tan grande sea la desviacion en el estado z;. Esta ponderacion en el costo
de optimizacion, limita la magnitud de la senal de control.

Para determinar la matriz K, primero se debe resolver P € R™" de la siguiente ecuacion
de Riccati en su forma de matriz reducida

AP +PA -PBR 'B'P+Q =0, (2.2.4)

donde P es una matriz definida positiva que siempre existe cuando el sistema en lazo cerrado
es estable (es decir, la matriz (A — BK) es estable). Con la solucion de P, la matriz K se
puede obtener a partir de

K=R'B” P. (2.2.5)
Finalmente, el costo minimo es dado por

1
J = §XTPX.

2.3. Diseno de sistemas robustos

Un problema en el diseno de sistemas de control es que los sistemas fisicos no se pueden
modelar de manera precisa, asi como su comportamiento puede cambiar repentinamente y a su
vez estar sujetos a perturbaciones en el entorno en que operan. Para abordar estos problemas
se han disenado estrategias de control robusto que aseguran una estabilidad y desempeno
robusto del sistema ante estas incertidumbres y perturbaciones.

2.3.1. Control robusto

El modelo dindmico de un sistema siempre serd una representacion aproximada del sis-
tema fisico real debido a que este presenta algunas de las siguientes caracteristicas [18]:
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Cambios en los pardmetros

s Dinamicas sin modelar

Tiempos de retardo sin modelar

Cambios en el punto de equilibrio (punto de operacion)

Ruido en los sensores

Perturbaciones impredecibles

El objetivo de diseno de sistemas robustos es asegurar el desempeno del sistema a pesar
de las imprecisiones y cambios en el modelo. Un sistema es robusto cuando el sistema presenta
cambios aceptables en el desempeno debido a cambios en el modelo o imprecisiones. Un paso
para el diseno de sistemas robustos es obtener un modelo convexo de la dinaAmica del sistema
en el que se consideren las incertidumbres y posibles perturbaciones.

Diversos problemas dentro de la teoria de sistemas lineales y control robusto son formu-
lados como optimizacion convexa mediante desigualdades matriciales lineales (LMI, Linear
Matriz Inequalities, por sus siglas en inglés).

Convexidad

Un concepto importante dentro de las LMIs es la convexidad, por lo que se resumen
algunos conceptos que seran mencionados posteriormente [31].

Definiciéon 2.1 Se dice que un conjunto A de R™ es convexo si, dados dos puntos cua-
lesquiera de A, el segmento que los une estd totalmente contenido en el conjunto, es decir, si
la combinacion convexa (1 — Nz + Ay € Aparax,y € A y0 < A<1.

Otro concepto interesante es el de cono convexro y envoltura convezra, que se definen a
continuacion.

Definicion 2.2 Un cono (convexo) es un subconjunto A de R"™ que es convezro, no vacio y
tal que st x estd en A, entonces x también estd en A para todo \ > 0.

Definiciéon 2.3 Dado un conjunto arbitrario A, se define la envoltura convexa de A, y se
representa por conv A, como la interseccion de todos los subconjuntos converos de R™ que
contienen a A.

Por tltimo, se tiene que

Definiciéon 2.4 La envoltura convexa de un nimero finito de puntos se denomina politopo
(convexo), en general, o poligono (convexo), en el caso del plano euclidiano.
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2.3.2. Desigualdades matriciales lineales (LMI)

El control LMI, es una estrategia que permite encontrar una solucioén a la vez que asegura
el cumplimiento de un gran nimero de requisitos de diseno, donde las técnicas clasicas fallan
en la obtenciéon de una solucién analitica. Esta técnica de control proporciona una solucion
numérica que puede ser obtenida a través de modernos algoritmos de optimizacién con el fin
de asegurar el cumplimiento de los requerimientos de diseno y criterios de optimizaciéon como:
restriccion en la ubicacién de polos, nivel de rechazo a perturbaciones y limitaciones en el
esfuerzo de control. De esta manera se determinan las ganancias del controlador robusto [58].

Definicién
Una LMI es una restricciéon de la forma

m

F(z) & Fy+ ) a;F; >0, (2.3.1)
i=1
donde x = (z1,...,2,)T € R™ es el vector de m variables, F; = F7 € R™" i = 0,...,m

son matrices simétricas dadas, El simbolo de desigualdad > significa que la matriz F(x) es
definida positiva, es decir, u” F(x)u > 0 para toda u € R" no cero [12, 19, 61].

Ademas existen LMIs no estrictas, de la forma F(x) > 0, donde > significa que la matriz
F(x) es semidefinida positiva, y LMIs de la forma F(x) < 0 cual obviamente es equivalente a
—-F(x) > 0.

Un conjunto de restricciones, o multiples LMIs, tales que F)(x) > 0,...,F®(x) > 0,
pueden ser agrupados dentro de una tnica LMI:

Fi(z) 0 0
0 Al ? > 0. (2.3.2)
0 0 ... F)

Propiedades

Propiedad 2.1 Dada una matriz no singular T =TT € R™" Jag LMI F(x) > 0 es equiva-
lente a TTF(x)T > 0.

Propiedad 2.2 (Complemento de Schur) Dadas las siguientes matrices: Q(x) = Q(x)" e
R™™ R(x) = R(x)" € R™™ y S(x) € R™™, cuales dependen de (x), la LMI

Q(x) S(x)

[S(X)T RG]~ * (2.3.3)

es equivalente a las dos LMIs
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y a las dos LMIs

Q(x) > 0
R(x) — S(x)"Q(x)"'S(x) > 0.
Problemas estandar que implican LMIs
Existen dos principales clases de problemas de optimizaciéon con restricciones expresadas

como LMIs.

Problemas de factibilidad Este problema consiste en encontrar una x € R™, solucién a
la LMI F(x) > 0, o determinar que esta LMI es infactible, es decir, que tal x no existe.

Problemas de eitgenvalor El problema del eigenvalor consiste en minimizar los eigenval-
ores de una matriz que dependa de alguna variable, sujeta a una restriccion LMI:

minimizar A

sujeto a A — A(x) > 0, B(x),

tales problemas aparecen frecuentemente en la forma equivalente de minimizar una funcién
lineal de x sujeto a una LMI:

minimizar cI'x

sujeto a  F(x) > 0,

conocido también como programa semidefinido.

Inclusiones diferenciales

Una inclusion diferencial (DI, Differential Inclusion, por sus siglas en inglés) se describe
por:
x € F(x(t),t), x(0)= x, (2.3.4)

donde F es un conjunto de funciones con valores en R" x R,. Cualquier x : R, — R" que
satisface la DI (2.3.4) es llamada solucion o trayectoria de la DI (2.3.4). Por supuesto, puede
haber varias soluciones para una DI dada.

Un caso particular de DI es la lineal (LDI) y esta dada por

x € Ox, x(0) = x, (2.3.5)
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donde €2 es un subconjunto de R™*",

Una generalizacion de la LDI descrita anteriormente para sistemas con multiples entradas
y salidas se describe de la siguiente manera

x = A{t)x+B(t)u, x(0) =z

y = Cl)x+D(Hu (2.3.6)

donde x : R, — R" es referida como el estado, u : R, — R"™ es referida como la entrada de
control, y : R, — R™ es referida como la salida del sistema.

Las matrices en (2.3.6) satisfacen:

A) B(t)
{C(t) D(t)} eq, (2.3.7)

para todo t > 0, donde Q C R(Fm)x(ndnu)

Sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI) Cuando 2 es un conjunto unitario,
la LDI se reduce al sistema lineal invariante en el tiempo (LTT)

x = Ax+Bu, x(0)=ux
y = Cx+Du,

- )

LDIs politépicos (PLDI) Estos sistemas se pueden ver como una extension del sistema
LTT con matrices dependientes linealmente de parametros inciertos, es decir

(2.3.8)

donde

x = A(p)x+B(pju, x(0) =

y = C(p)x+D(p)u, (2.3.10)

donde p = (p1,...,pn,) €s el vector de agrupaciéon de n, parametros inciertos del sistema.
Cada parametro incierto p; se encuentra limitado entre un valor minimo y un valor maximo
[pi., pi . ]. Las posibles combinaciones de los valores minimos y méaximos del vector p define
un politopo convexo con 2" vértices {vy,...,vr}, que puede ser representado mediante la
siguiente combinacion convexa

L L
pGCO{Ulw-wUL}:{Zﬁivia v; >0, Zﬁz‘zl},
i=1 i=1

donde Cj es la envolvente convexa del conjunto de vértices € R"».
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Cuando la dependencia es lineal sobre p, el sistema de matrices {2(p) se puede representar
mediante el siguiente politopo convexo

L L
Q(p)GCO{Cb“wCL}:{Zﬁi@a v; >0, Zﬁi:1}>
i=1 i=1

siendo

Q(p) € Cy = H‘éi gj e {éj gj } (2.3.11)

donde los vértices (; corresponden a la imégenes vi, es decir ¢; = Q(v;). Una representacion
grafica del sistema politopico se muestra en la Figura 2.1. Esto permite evaluar todos los
estados intermedios incluidos en el politopo.

£ J
-7 N

’—

AY
V) '—\‘ .—”- ---------- ~’>\

VvV, / " \
Gy [A3 B,

C D3] Q(p) [AL BL]

C. D
A, B, L YL
G, D,

G

Figura 2.1: Representacion grafica de la incertidumbre politopica.

Estabilidad cuadratica

Considerando las inclusiones diferenciales del tipo

x=A(t)x, A(t)eQ, (2.3.12)

donde (2 tiene alguna de las formas como en (2.3.9) o (2.3.11), una condicion suficiente para
que cualquier trayectoria de una L.DI converja al origen (cero), cuando t — oo, es la exis-
tencia de una funcion cuadrética V(x) = x’Px, P > 0 que decrece a lo largo de cualquier
trayectoria no cero (no trivial) de la LDI (2.3.12). Si existe tal P, se dice que la LDI (2.3.12)
es cuadraticamente estable y llamamos a V' como funcién cuadratica de Lyapunov.

Desde que

d T T
V() =x"(A) P +PA(N)x,
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se tiene que una condicion necesaria y suficiente para la estabilidad cuadratica del sistema
(2.3.12) es

P>0, A'TP+PA <0 VAc€Q. (2.3.13)

Multiplicando la segunda desigualdad en (2.3.13) a la izquierda y derecha por P! y
definiendo una nueva variable Q = P!, se puede reescribir (2.3.13) como

Q>0, QAT+AQ<0 VA€Q. (2.3.14)

Esta doble desigualdad es una condicién equivalente para la estabilidad cuadratica. Para
los sistemas LTT y PLDI se tiene

s Sistemas LTI:
P>0 ATP+PA<O.

= Sistemas Politépicos PLDI:

P>0, ATP+PA; <0, i=0,..., L.

o analogamente

Q>0 AQ+QAT <.
Q>0 QAY'+AP<0, i=0,...,L.

2.3.3. Sintesis de retroalimentacién de estados para LDIs

El problema de sintesis de retroalimentaciéon de estados es encontrar una matriz K tal
que la LDI (2.3.6) en lazo cerrado satisfaga ciertas propiedades o especificaciones de diseno,
por ejemplo, estabilidad.

Estabilizabilidad cuadratica

El sistema (2.3.6) se dice que es estabilizable cuadfaticamente (via retroalimentacion de
estados lineal) si existe una ganancia de retroalimentacion de estados K, tal que el sistema en
lazo cerrado sea cuadraticamente estable. La estabilizabilidad cuadratica puede ser expresada
como un problema LMI.

Sistemas LTI: Fijando la matriz K. El sistema LTI (2.3.8) es cuadraticamente estable si
y solo si existe P > 0 tal que

(A-BK)"P+P(A-BK) <0,
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o equivalentemente, si existe Q > 0, tal que

Q(A-BK)" +(A-BK)Q <0. (2.3.15)

Ninguna de estas dos expresiones es conjuntamente convexa en K y P 6 Q, pero con un
simple cambio de variables, se obtiene una expresion equivalente que tiene la propiedad de ser
una LMI. Haciendo Y = KQ, tal que para Q > 0 tenemos K = YQ™L.

Sustituyendo en (2.3.15) se tiene

AQ+ QAT —-BY - Y'B” <0, (2.3.16)
la cual es una LMI en Q vy Y.

Por lo tanto, el sistema (2.3.8) es cuadraticamente estable, si y solo si existe Q > 0y
Y, tal que la LMI (2.3.16) se cumple. Si esta LMI es factible, entonces la funcion cuadrética
V(x) = x’'Q~'x demuestra la estabilidad cuadrética del sistema (2.3.8) con retroalimentacion
de estados u = YQ 'x.

Sistemas politépicos LDI: Para la PLDI (2.3.10), el mismo argumento se aplica. La
estabilidad cuadratica es equivalente a la existencia de Q > 0y Y con

AQ+QAT -BY-Y'BY <0, i=1,...,L. (2.3.17)

La estabilizabilidad cuadratica también se puede interpretar como una elipsoide invari-
ante. Se dice que el elipsoide

e={xeR"[x"Q 'x<1}

es capaz de cumplirse para el sistema (2.3.6), si existe una ganancia de retroalimentacion de
estados K, tal que ¢ sea invariante para el sistema (2.3.6) con u = —Kx.

Restricciones en la entrada de control

Cuando la condicion inicial es conocida, se puede encontrar una cota superior en la norma
de entrada de control u(t) = —Kx(t) como sigue. Se elije Q > 0 y Y cuales satisfacen la
condicion de estabilidad cuadratica (cualquiera (2.3.16),(2.3.17)), y ademas x(0)" Q™ 'x(0) <
1. Esto implica que x(t) pertenece a £ para todo t > 0, asi se tiene que

méix [[u(t)]| = méx | -YQ'x(#)]].

t>0 t>0
< méx ||-YQ 'x

xece

= Anar (QIYTYQE).

Y
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Por lo tanto, la restriccion |[u(t)|| < p se garantiza para todo el tiempo t > 0, si las LMIs
1 x(0)" Q Y
L q } >0, [Y P EL (2.3.18)
se mantienen, donde Q > 0 y Y satisface las condiciones de estabilizabilidad (2.3.16),(2.3.17).

Ubicacién de polos para sistemas politopicos

La estabilidad es un requerimiento minimo para los sistemas de control robusto. Sin em-
bargo, en la practica es usual evaluar el desempeno de la respuesta transitoria del sistema
de control, como lo son: el tiempo de establecimiento, tiempo de subida y amortiguamiento,
entre otros. Estos indicadores estdn relacionados a la localizacion de los polos del sistema en
lazo cerrado en ciertas regiones del plano complejo.

Antes de enunciar los requerimientos para la ubicacién de los polos en determinadas re-
giones del plano complejo, se define lo que es una region LMI [16].

Definiciéon 2.5 (Regiones LMI) Un subconjunto D del plano complejo se denomina region
LMI si existe una matriz simétrica L € R™™ y una matriz M € R™*™ | tales que

D:{ze C: L+zM+2MT<O},

donde la funcion

fo(2) =L+ M+ z2M7”,

es llamada la funcion caracteristica de D.

Asi se dice también que, una regién LMI es un subconjunto del plano complejo que es
representable por una LMI en z y Z, o equivalentemente, una LMI en x = Re(z) y y = Im(2).
Como consecuencia, las regiones LMI son convexas. Ademas, las regiones LMI son simétricas
en relacion al eje real del plano complejo.

Una region interesante para propositos de control es el conjunto S(«,r,60) de numeros
complejos x + jy, tal que

r<—a<0, |z+jyl<r, tanfzr<—ly|, (2.3.19)

como se muestra en la Figura 2.2, donde la region que confina a los polos en lazo cerrado
asegura una tasa minima de decaimiento «, una minima tasa de amortiguamiento ( = cos¥,
y una maxima frecuencia natural no amortiguada wy = rsin 6.

El siguiente teorema permite restringir la ubicacion de polos en lazo cerrado en la region
S(a,T,0).
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Alm

Figura 2.2: Region de ubicacion de polos S(a, 7, 0).

Teorema 2.1 Los polos en lazo cerrado del sistema (2.3.10) con una retroalimentacion de
estados u = —Kx se ubican dentro de la region S(a,r,0) si evisten matrices W = W1 &
R™™ >0y Y € R™" que satisfacen

AW +WAT — BY - Y'BT + 2aW < 0, (2.3.20)

—+W  WAT - YTB?

AW-BY W < 0, (2.3.21)

sin(A;W + WAT — B'Y —Y'B!) cosf(A;W — WAT — B)Y + Y'B!) < 0
cos)(—A;W + WAT + BY — YTBT) sinf(A;W + WAT — B;Y — YTBT) ’
(2.3.22)

siendo K = YW ™! la ganancia de retroalimentacion de estados.

Para una consulta mas extensa, asi como ejemplos acerca de regiones LMIs y ubicacion
de polos se puede consultar las siguientes referencias [16, 57, 72].

Control LQR mediante LMIs

El problema del LQR se puede extender a sistemas politopicos mediante restricciones
LMI, lo que permite encontrar una solucién para sistemas con incertidumbre en sus paramet-
ros, mientras que el LQR clasico solo es valido para sistemas sin incertidumbres. Para este
caso, sea el sistema lineal invariante en el tiempo con incertidumbres parameétricas descrito
por

x = A(p)x+B(p)u, x(0) =g (2.3.23)

el problema consiste en encontrar una ley de control mediante retroalimentacion de estados
u = —Kx, tal que minimice la siguiente funcion de costo
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J = / (x"Qx + u"Ru) dt.
0

Sustituyendo la ley de control en la funcién de costo, esta se reescribe como

J = / N (x" (Q + K'RK) x) dt.

Al emplear el operador de traza Tr(-), cual satisface Tr(AT BC') = Tr(BCAT), la funcion de
costo es equivalente a

J = / Tr ((Q + K'RK) xx") dt,
0
= Tr((Q+K'RK)P),
donde P = fooo (XXT) dt es una matriz simétrica definida positiva que satisface

(A, —BK)P+P(A,-BK) " +1=0, i=1,...,L. (2.3.24)

donde el sub indice i representa cada uno de los vértices del politopo [40, 43, 58|.

La ganancia de retroalimentacion 6ptima K puede determinarse mediante la minimizacion
de la siguiente expresion:

min Tr (QP) + Tr (R%KPKTR%)
sujeto a
(A, —BK)P+P (A, —BK) +1<0. (2.3.25)

Sin embargo, (2.3.25) no es conjuntamente convexa en P, K, por lo que se introduce una
nueva variable Y = KP, reescribiendo a (2.3.25) como

win e (QP) + Tr (R%YPAYTR%
sujeto a

AP+PAT —BY-Y'BI +1<0. (2.3.26)

Asi también, el término no lineal <R%YP*1YTR%> se puede reemplazar por una segunda

variable auxiliar X tal que

X >R:YP'Y'R?, (2.3.27)
la cual empleando el complemento de Schur, se reescribe como
(2.3.28)

1
X — (R%Yp—lYTR%> >0 { X RQY} > 0.

Y'R: P
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Por lo tanto, la formulacion completa del problema LQR para sistemas politopicos queda
definida como

min Tr (QP) + Tr (X)

P.K.X
sujeto a
P >0,
1
{YTXR% R;Y} > 0. (2.3.29)

Una vez que dichas restricciones son resueltas, la ganancia de retroalimentacion de estados
optima se determina mediante K = YP L.



Capitulo 3

Modelado dinamico y estimacion de
parametros del sistema NXT ballbot

En este capitulo se describira la importancia de modelar un sistema dindmico. Se analizaran
los elementos que describen el funcionamiento del sistema ballbot. Se presentaran las pruebas
experimentales para obtener los valores de los parametros fisicos que intervienen en el mo-
delado de los elementos del sistema. Al final se realizara el modelado dindmico del sistema
NXT ballbot, asi como la linealizacion del sistema alrededor de un punto de operaciéon para
su representacion en espacio de estados y la descripcion del modelo politopico del sistema.

3.1. Modelado matematico de sistemas dinamicos

El modelo matematico de un sistema dinadmico se define como un conjunto de ecuaciones
representativas de la dinamica de dicho sistema. Este conjunto de ecuaciones no es tinico ya
que depende de la manera en que se aborda el comportamiento del sistema, de la precision
que se requiera, y de la formulacion de ecuaciones a partir de las leyes fisicas que modelan el
comportamiento del sistema [56]|. Para los sistemas mecéanicos en algunas ocasiones se emplea
la formulacién mediante Newton, Euler-Lagrange y el hamiltoniano, dependiendo de las re-
stricciones o facilidades del sistema para su analisis.

Un modelo matematico puede resultar mas conveniente que otros, por ejemplo, para re-
alizar un anélisis de la respuesta transitoria o la respuesta en frecuencia de sistemas lineales
con una entrada y una salida invariantes en el tiempo, la representacion mediante la funcion de
transferencia puede ser un método conveniente, mientras que en problemas de control éptimo,
es ventajoso usar representaciones en el espacio de estados [56], pues son de gran ayuda en
cuanto al costo computacional y su implementaciéon en sistemas digitales.

Para obtener un modelo matemaético fiable, es necesario analizar los elementos que con-
forman al sistema, la relacién que existe entre estos elementos, asi como conocer los valores de
los parametros que intervienen. A continuacion se analizaran los elementos que constituyen al
sistema NXT ballbot, los cuales son: sensores, actuadores y la estructura del robot.
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3.2. Elementos del sistema NXT ballbot

Antes de analizar el comportamiento de los sensores y actuadores que intervienen en el
funcionamiento del sistema NXT ballbot, se describirdn las caracteristicas de los puertos de
entrada y salida que emplea el ladrillo NXT para su interaccion con estos dispositivos [35, 46].

3.2.1. Puertos NXT

El ladrillo NXT posee cuatro puertos de entrada para los sensores, estos puertos se local-
izan en la parte inferior del ladrillo NXT, y estan enumerados del 1 al 4. Los puertos de salida
para los motores son tres y se encuentran en la parte superior del ladrillo NXT, etiquetados
como A, B y C. Si se observa a través del conector en un extremo de un cable del NXT, se
puede observar seis pines correspondientes a los cables que interaccionan con el ladrillo NXT.
Estos cables estan codificados por los colores: blanco, negro, rojo, verde, amarillo y azul.

La funcion de estos cables depende de si son usados en una entrada para sensor o una
salida para motor. atin asi su funciéon esta sujeta al tipo de sensor conectado.

Puertos de entrada LEGO Mindstorms NXT®

La Figura 3.1 muestra detalles esquematicos de la conexion del puerto 1 del ladrillo. Los
esquemas de los puertos 2, 3 y 4 son idénticos.

vcesv
A

R49
10K

GND
GND
IPOWERA
DIGIAIO
DIGIAI1

J7

DO WN =

Modular

Figura 3.1: Esquematico de los pines de entrada del LEGO Mindstorms NXT®. Imagen
tomada de |46].

En la Tabla 3.1 se resumen los colores y nombres de los pines de un puerto de entrada
para sensor del ladrillo NXT. Como se observa el puerto de entrada tiene la capacidad de
manejar sensores analogicos o digitales.

Pin 1 - [AN]

Este pin se utiliza para dos propositos: Como una entrada analogica, usada para la com-
patibilidad con los sensores del antiguo RCX; O como una fuente de voltaje (9V o 7.2V,
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Tabla 3.1: Colores y nombres de los pines de entrada. Tabla tomada de [35].

Numero de Pin | Color Nombre
1 Blanco AN
2 Negro GND
3 Rojo GND
4 Verde 4.3V POWER
5 Amarillo | DIGIO
6 Azul DIGI1

dependiendo de las baterias), para el sensor de luz RCX y el sensor ultrasénico NXT.

Cuando el pin se utiliza como una entrada analdgica, la senal es conectada a un conver-
tidor analogico-digital de 10 bits. El valor de la senal de entrada varia entre OV y 5V, que
se traducen en una valor digital entre 0 y 1023. La frecuencia de muestreo para todos los
sensores analdgicos es de 333Hz. Este pin es conectado permanentemente a 5V a través de
una resistencia pull-up de 10K€). La corriente limite aproximada que provee por puerto de
entrada es de 14mA. Si la corriente es mayor a este valor, el voltaje decaerd rapidamente.

Pines 2 y 3 - [GND]

Los pines 2 y 3 son pines de tierra. Estos dos pines estan unidos dentro del ladrillo NX'T
y en los sensores de LEGO®. Todas las sefiales se miden referente a estos pines de tierra.

Pin 4 - [4.3V Power]|

Este pin es la fuente principal de alimentaciéon para todos los sensores NXT, y esta conec-
tado internamente con todas las fuentes de alimentacion tanto de los puertos de entrada como
de salida. Esta fuente de alimentacién tiene una corriente méxima de salida de 180mA para los
siete puertos de entrada y salida, por lo que cada puerto puede emplear 25mA en promedio.
En la Tabla 3.2 se muestran los consumos de corriente para algunos sensores NXT estandar y
los encoders de los motores NXT.

Tabla 3.2: Consumo de corriente de los sensores y encoders NXT. Tabla tomada de [35]

Dispositivo Consumo
Tacto 0
Sonido 1.7mA

Sensor de luz (luz apagada) | 2.6 a 3mA (dependiendo de la luz)
Sensor de luz (luz encendida) | 16.3mA

Sensor ultrasonico 4mA

Encoder de posicion 9 a 12mA (dependiendo de la posicion)
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La Figura 3.2 muestra como decae el voltaje de alimentacion a medida que la carga
aumenta. El voltaje es aproximadamente 5V sin carga, y tan solo 4.3V con una carga consid-
erable. Atin asi es capaz de alimentar circuitos integrados de tecnologia reciente con una logica
de 5V. Si la potencia requerida es mayor, la corriente de salida decrecerd automaticamente
sin ninguna advertencia. Si la sefial de alimentacion esta en corto circuito a tierra, el ladrillo
NXT se reiniciaré.

4.3V 10 supply
5 -
~—— |
15 e T ———L
| S —
4 I
25
3 3
S
e ~
E’ 25
K >
> 2
1.5
1
05
4
0 i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Current (mA)

Figura 3.2: Grafica de voltaje-corriente en el pin 4. Imagen tomada de |35].

Pines 5 y 6 - [DIGI0-DIGI1]

Estos pines son senales digitales a 3.3V y estdn conectados directamente al microproce-
sador del NXT. Estos pines se utilizan principalmente para establecer comunicaciones digitales
implementadas mediante I?°C, compatibles con una comunicaciéon que corre a 9600 bits/s. El
ladrillo NXT posee un circuito de protecciéon para evitar que altos voltajes puedan producir
algiin dano. Este circuito incluye una resistencia de 4.7K{2 conectada en serie con el puerto,
asi incluso si el voltaje del sensor es demasiado alto, la corriente sera baja.

Puertos de salida LEGO Mindstorms NXT®

La Figura 3.3 muestra detalles esquematicos de la conexion A del ladrillo. Los esquemas
de los puertos B y C son idénticos.
La Tabla 3.3 resume los colores y los nombres de los pines de salida del motor NXT.

Pines 1 y 2 [MO - M1]

Estos pines proporcionan energia al motor. La tension méxima es la tension de las pilas
(9V para baterias estandar, 7.2V para baterias de Ni-MH). El motor es controlado por un
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Figura 3.3: Esquemético de los pines de salida del LEGO Mindstorms NXT®. Imagen tomada
de [46].

Tabla 3.3: Colores y nombres de los pines de salida. Tabla tomada de [35].

Numero de Pin | Color Nombre
1 Blanco MO
2 Negro M1
3 Rojo GND
4 Verde 4.3V POWER
5 Amarillo | TACHOO
6 Azul TACHO1

circuito denominado puente H (controladores tipo LB1836M y LB1930M), el que nos permite
girar al motor en ambos sentidos. Un puente H estad constituido por cuatro transistores , en
las siguientes figuras los transistores estan etiquetados del 1 al 4.

El circuito de control esta disenado de manera que los transistores Q1 y Q2 de un lado
y Q3 v Q4 por otro lado no estan conduciendo simultidneamente, esto para evitar un corto-
circuito. La Figura 3.4(a) muestra el estado de los transistores para la condicién de avance,
con los transistores Q1 y Q4 abiertos. La Figura 3.4(b) muestra la condicion de retroceso, con
Q2 y Q3 abiertos. La Figura 3.5 muestra el flujo de corriente para las condiciones de frenado
rapido y frenado bajo su propia inercia.

La velocidad del motor esta controlada por la técnica de modulacién por ancho de pulso
(PWM, Pulse Width Modulation, por sus siglas en inglés). Esta técnica modifica el ciclo de
trabajo de una senal periodica (cuadrada en este caso) para controlar la tension media que se
le aplica al motor NXT y asi variar su velocidad, como se muestra en la Figura 3.6.

La corriente disponible en los puertos de salida es de aproximadamente 700mA, y puede
alcanzar un pico de corriente de 1A. El controlador tiene una proteccion térmica, que reduce
la corriente cuando se presenta un sobrecalentamiento.

Pin 3 [GND]

Este es el conector de tierra para el codificador 6ptico.
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Figura 3.4: (a) Configuracion para avance del motor; (b) Configuracién para retroceso del
motor. Imagen tomada de [35]

Figura 3.5: (a) Configuracion para frenado rapido del motor; (b) Configuracion para frenado
bajo la inercia del motor. Imagen tomada de [35]



Elementos del sistema NXT ballbot 41

=
o

\;Ciclo defrabajo: 0%\

57
0 t t t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 \ \ \ \ \ \ \ — —
5:| ‘| ‘| ‘| ‘I ‘| ‘| ~| ‘ — Ciclo detrabgjo: 10%‘7
G 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\ \ \ \ \ \ \

\ — Ciclode trébajo: 50%\

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Voltge[V] Voltge[V] Voltge[V] Voltae[V] Voltge[V]
(53]

10 \ \ \ \ \ \ \ —— —
s 1 — Ciclo detrabajo: 90%\
| | e T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 \ \ \ \ \ \ \ J — —
1 — Ciclo de trabgjo: 100% }
57
o | | | | | | | | | -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo [g]

Figura 3.6: Ejemplo de diversos ciclos de trabajo para el Motor NXT.

Pin 4 [4.3V POWER]

Este pin estd conectado a la fuente de alimentacion de 4.3V que es compartida entre
todos los puertos del NXT y se emplea para alimentar al codificador éptico en este caso.

Pines 5 y 6 [TACHOO - TACHO1]

Las dos entradas se utilizan para la lectura del encoder 6ptico integrado en los motores
NXT. El encoder genera senales en cuadratura, esto permite al NXT determinar la direcciéon y
velocidad del motor. Las dos senales son pulsos rectangulares desfasados, el desfase representa
un cuarto de la fase, de ahi el término de cuadratura. La Figura 3.7 ilustra las senales para un
motor girando hacia adelante, y la Figura 3.8 para un motor girando hacia atras. La frecuencia
de la senal da la velocidad de rotacion del motor. Un ciclo medio de la senal corresponde a un
grado de rotacion del motor.

Rotacion 2°

TACHOx0
TACHOx1

Figura 3.7: Senales en cuadratura para un motor en marcha hacia adelante. Imagen tomada
de [35].
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Rotacion 2°

e e

Figura 3.8: Senales en cuadratura para un motor en marcha hacia atras. Imagen tomada de
[35].

3.2.2. Sensores

El sistema NXT ballbot utiliza dos tipos de sensores: un sensor de desplazamiento angular
y un sensor de velocidad angular.

Sensor de desplazamiento angular

El sensor de desplazamiento angular utilizado es un encoder 6ptico en cuadratura, este
sensor se localiza en el eje del motor NXT y mide el desplazamiento del NXT ballbot desde su
posicion inicial con una resolucién de medicién de 1°. El encoder cuenta con un diodo emisor
y dos fotorreceptores. Uno de los fotorreceptores genera una onda cuadrada para llevar la
cuenta de los giros del motor, mientras el otro fotorreceptor que se encuentra desfasado a un
cuarto de fase con respecto al primero genera otra onda cuadrada que se utiliza para conocer
el sentido de giro del motor. La Figura 3.9 muestra el encoder que posee el motor NXT.

V-~
N

€

Y <— o)

Figura 3.9: Vista del encoder interno en el motor. Imagen tomada de [34].

Sensor de velocidad angular

El sensor de velocidad angular utilizado es un sensor de giro de la marca HiTechnic®, este
sensor mide la velocidad angular de rotacion del NXT ballbot en el plano x — y, asi como la
direccion de rotacion. La Figura 3.10(a) muestra el sensor de giro de HiTechnic® utilizado. El
sensor de HiTechnic® consta de un sensor giroscopico de un solo eje basado en un resonador
de cuarzo, actuando en este caso sobre el eje z para darnos la velocidad de rotacion en grados
por segundo, como se muestra en la Figura 3.10(b). El sensor de giro puede medir rotaciones
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Figura 3.10: (a) Sensor de giro HiTechnic® utilizado en el sistema ballbot. Imagen tomada
de http://www.hitechnic.com/cgi-bin/commerce.cgi?preadd=action&key=NGY1044; (b)
Vista del sensor HiTechnic® en el plano 2 — y y su eje de rotacion z.

de hasta +£360%. El valor de salida nominal de velocidad angular cero es 620, por lo que la
medida verdadera se obtiene restando 620 a la medida obtenida.

Para el sistema NXT ballbot se utilizan dos de estos sensores, uno para el plano z — y y
otro para el plano z —y. Cada sensor varia ligeramente en su valor de salida nominal cero, por
lo que se recomienda realizar una calibracién durante uno o dos segundos mientras el robot se
encuentra estacionario, con esto se obtiene un valor de sesgo promedio. Cabe mencionar que
incluso realizando esta promediacion, el valor del cero nominal del sensor variard durante su
operacion, esto debido a diversos factores como: vibraciones provocadas por el accionamiento
de los actuadores, la temperatura del lugar y el nivel de voltaje suministrado por el ladrillo
NXT. El sensor de giro se conecta al ladrillo NXT utilizando la interfaz de sensor analogica,
con una frecuencia de muestreo aproximadamente de 300Hz.

3.2.3. Actuadores

Los actuadores encargados de generar los pares de fuerza necesarios para equilibrar al
sistema NX'T ballbot, son dos motores de corriente continua incluidos en el kit estandar de
LEGO Mindstorms NXT®. Estos motores contienen en su interior una caja reductora de
engranes con una relacion de n = 48 para aumentar el par generado por el motor. La Figura
3.11(a) muestra uno de los motores empleados, asi como en la Figura 3.11(b) se muestra una
vista de los componentes del motor [34].

3.2.4. Estructura del sistema NXT ballbot

Mediante las instrucciones de ensamblado para el robot tipo Ballbot disenado por Yori-
hisa Yamamoto [77|, se han disefiado las piezas necesarias para realizar dicho ensamble en el
software de CAD Solidworks®. Esto con el fin de obtener informacioén mas completa acerca
de los parametros de la estructura como: volumen total, peso total del robot, centro de masas,
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Figura 3.11: (a) Motor de corriente continua utilizado en el sistema ballbot; (b) Vista interna
del encoder y caja reductora de engranes en el motor. Imagen tomada de [34].

(a) (b)

Figura 3.12: (a) Subensamblaje de la base inferior; (b) Subensamblaje de los cojinetes para
los motores.

momentos de inercia, etc. Para el diseno de estas piezas se bas6 en una libreria de piezas de
LEGO® no oficial proporcionada en el sitio de la Universidad de Carnegie Mellon [73], un
capitulo de libro sobre las piezas del LEGO® [62], asi como la ayuda de un vernier electronico
[Mitutoyo Digimatic Vernier Caliper|, una bascula electronica de precision |Sartorius BL210S|
y una bascula electronica [OHAUS ES Series|. Esto con el fin de comparar medidas y pesos
de las piezas, y poder determinar la densidad de cada pieza a disenar.

Una vez teniendo todas las piezas necesarias, se procedié a realizar el ensamblado del
robot en Solidworks®. El ensamble completo del NXT ballbot se dividié en siete subensam-
blajes principales, como se muestra en las Figuras [3.12 - 3.15(a)|]. Esto se hizo con el fin
de poder realizar modificaciones en el diseno si asi se requiriera en un futuro, como el tener
una mejor claridad de la ubicacién de los componentes que conforman la estructura del NXT
ballbot.

Al unir los subensamblajes mostrados anteriormente, se obtiene la estructura del sistema
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Figura 3.15: (a) Subensamblaje de la base superior; (b) Ensamblaje de la estructura del sistema
NXT ballbot.
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Figura 3.16: (a) Modelo completo del NXT ballbot en 3D disefiado en Solidworks®; (b) Render
del modelo NXT ballbot en Solidworks®.

NXT ballbot como se muestra en la Figura 3.15(b). Por tltimo se coloca el ladrillo NXT en
la base superior y la pelota entre las llantas, con lo cual se obtiene el modelo completo en
3D del sistema NXT ballbot mostrado en la Figura 3.16(a). En las Figuras [3.17 - 3.18] se
muestran diferentes vistas del modelo en Solidworks®. Posteriormente se realizo el ensamble
fisico del robot siguiendo las mismas instrucciones, las imagenes de este proceso se muestran
en [78]. Para finalizar y ver que el modelo disefiado en Solidworks® es confiable respecto a las
medidas y pesos del modelo real, se han pesado cada una de las piezas que lo integran como se
muestra en la Figura 3.19(a), con estas medidas se determino la densidad del material de cada
pieza y se establecio en el modelo de Solidworks®. Al final se peso el sistema completo y se
determiné el peso total del modelo en Solidworks®, esto se hizo dirigiéndose a la pestana de
calcular y seleccionando la opcion de propiedades fisicas. En la Tabla 3.4 se resumen las piezas
empleadas para la construccion del sistema NXT ballbot, asi como su peso correspondiente.
Con fines de comparacion en las Figuras 3.20(b), 3.19(b) se muestran los parametros fisicos
de una viga modulo de 7 y del ensamble completo del sistema en Solidworks®.
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Figura 3.17: (a) Vista frontal del modelo en el plano x-y de Solidworks®; (b) Vista lateral del
modelo en el plano z-y de Solidworks®.

Figura 3.18: (a) Vista superior del modelo en Solidworks®; (b) Vista inferior del modelo en
Solidworks®.
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Elementos seleccionados:

[~] Indluir sélidos/componentes ocultos
[¥] Mostrar sistema de coordenadas de salida en la esquina de la ventana

|| Propiedades fisicas asignadas i
Propiedades fisicas de viga_7M ( Part Configuration - Viga7M ) -

Sistema de coordenadas de salida: - pred inada — ‘EI
Densidad = 0.9500 gramos por centimetro clbico ‘ I
Masa = 1.7488 gramos

Volumen = 1.8408 centimetros clibicos

Area de superficie = 29.5782 centimetros cuadrados

«

(b)

Figura 3.19: (a) Medicion del peso de una pieza de la estructura; (b) Medicion del peso de
una pieza de la estructura en Solidworks®

. x P
0 Propiedades fisicas = J

(tmprimic... | [ Coper | [ cemar ] [Opcones... | [ Recaler

v

Sistema de coordenadas de salida; ~~ Predeterminado —
NXT_Balbbot_solid. SLDASM

Elementos seleccionados:

[ Induir sélidos/componentes ocultos
[7] Mostrar sistema de coordenadas de salida en la esquina de la ventana

[ Propiedades fisicas asignadas
Propiedades fisicas de NXT_Ballbot_solid { Assembly Configuration - NXT_Ballbot_solid )

lain] »

Sistema de coordenadas de salida: -- predeterminado -
Masa = 0.73 kilogramos
Volumen = 607.80 centimetros clibicos

Area de superfide = 4635.73 centimetros cuadrados

<

Figura 3.20: (a) Medicion del peso total del NXT ballbot.; (b) Medicion del peso total del
NXT ballbot en Solidworks®.
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Tabla 3.4: Piezas empleadas para la construccion del sistema NXT ballbot con su respectivo

peso.

Pieza Referencia | peso [g]
Ladrillo inteligente NXT* 9841-1 157.416
Motor NXT 9842-1 79.895
Sensor giroscopico Hitechnic® | MS1044-1 12.338
Rueda 30x20 56145 4.217
Rueda 18x14 55981 1.816
Neumatico 43.2x22 55978 11.115
Pelota 41250 12.774
Eje, modulo de 4 3705 0.578
Eje, modulo de 6 3706 0.878
Eje, modulo de 10 3737 1.4980
Viga, modulo de 3 32523 0.688
Viga, modulo de 5 32316 1.261
Viga, modulo de 7 32524 1.743
Viga, modulo de 9 40490 2.589
Viga, modulo de 11 32525 3.1911
Viga, modulo de 13 32277 3.281
Viga, médulo de 15 32278 4.437
Viga angular, médulo de 3x5 32526 1.744
Viga angular, médulo de 3x7 32009 3.374
Conector 3673 0.151
Conector, modulo de 3 6558 0.285
Conector con cojinete 32054 0.319
Conector con eje 43093 0.255
Cojinete 3713 0.145
Conector perpendicular 2x2 44809 0.646
Conector perpendicular 3x3 55615 1.801
Conector doble, médulo de 3 48989 1.208
Bloque transversal, doble 32184 0.643

* Sin baterias.
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3.3. Modelado dindmico de los actuadores

Como ya se mencion, los actuadores utilizados son los motores de corriente continua del
kit de LEGO Mindstorms NXT®. El diagrama eléctrico y mecanico simplificado de un motor
de corriente continua se muestra en la Figura 3.21. En este diagrama intervienen los siguientes
parametros eléctricos: el voltaje de alimentacion generado por el PWM del ladrillo NXT e,,
la resistencia de armadura del motor R,, la inductancia de armadura del motor L,, la fuerza
contra electromotriz generada por el giro del rotor e, la corriente de armadura del motor 7,
y una resistencia de medicidon tal que nos permita medir el valor de la corriente de armadura
del motor Rgpyune- Los pardmetros mecanicos son: la posicion angular del eje del motor 6., la
posicién angular del eje de salida a la salida de la caja reductora de engranes 6,,, el coeficiente
de friccion viscosa b, y el momento de inercia del motor J,,.

shunt

Figura 3.21: Diagrama eléctrico-mecanico de un motor de corriente continua.

Las ecuaciones que describen la dindmica del motor se obtienen combinando las leyes
de Kirchhoff y Newton. En primer lugar, aplicando la segunda ley de voltaje de Kirchhoff al
circuito de armadura del motor se tiene que el voltaje de entrada es igual a

di,
€a = ——
dt

donde la fuerza contra electromotriz se expresa como

Lo + Raia + €. (3.3.1)

do.
dt

siendo K} la constante de fuerza contra electromotriz o simplemente constante eléctrica.

ep = Ky (3.3.2)

Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento rotacional se obtiene que el par del
motor 7, es igual a

d?6, db,
= J—< +b,—=. 3.3.3
T dt? + dt ( )

Este par también puede expresarse en términos de la corriente de armadura del motor
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como

T = Kpig. (3.3.4)

siendo K, la constante de par del motor. Por lo que es necesario determinar el valor de estos
parametros.

3.3.1. Diseno de la plataforma experimental

Para la obtencion de los parametros eléctricos y mecanicos del motor, se disendé una
plataforma experimental, para lo que se utilizé el siguiente material: medio metro de cable
telefonico de 6 hilos, dos conectores telefonicos RJ-12, una pinza ponchadora para cableado
estructurado, cuatro terminales (clemas) de 3 tornillos, un protoboard, una resistencia de 1£2,
un multimetro [Agilent 34401A], un osciloscopio [Agilent 54621A] y dos puntas para oscilo-
scopio.

Como se muestra en la Tabla 3.3, la comunicacion entre el ladrillo NXT y el motor se
da mediante 6 cables de diferente color. Con la finalidad de realizar con mayor facilidad las
mediciones de las senales entre estos dispositivos, se elaboré un par de cables semejantes a los
del kit de LEGO Mindstorms NXT® y no tener que cortar uno de los cables originales del kit.

Para la elaboracion de estos cables, se poncharon en los extremos del cable telefonico los
conectores RJ-12. Se compar6 con el cable original para asegurar la correcta ubicacion de los
cables en los conectores. Posteriormente se les removié la pestana de enganche debido a que
a pesar de que los puertos del ladrillo son similares a los conectores RJ-12, estos difieren en

la ubicaciéon y anchura de la pestana de enganche, como se puede observar en la Figura 3.22
[35].

Figura 3.22: Comparacion entre el conector telefénico RJ-12 a la izquierda y el conector de
LEGO® a la derecha, donde se aprecia la ubicacién y anchura de la pestana de enganche .
Imagen tomada de http://www.philohome.com/nxtplug/nxtplug.htm

Para embonar los nuevos conectores a los puertos del ladrillo NXT y del motor, estos se
recubrieron con cinta adhesiva para que entraran a presion. A pesar de que para las mediciones
que se realizaron, este método fue lo suficientemente aceptable, no se recomienda para prue-
bas que requieran de movimientos bruscos debido a que los conectores podridn desconectarse
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Figura 3.23: (a) Vista de la plataforma experimental y su conexion entre el ladrillo NXT y el
motor; (b) Resistencia de medicion Rgpy,; empleada para medir la corriente que circula por
el motor.

facilmente. Para otras versiones en el disenio de estos cables ver [35].

Una vez realizado estos pasos, el primer cable se conecta del ladrillo NXT a las terminales
en el protoboard, estas terminales se conectan a unas segundas terminales debido a que después
serd necesario incluir una resistencia de mediciéon en serie entre estas terminales. El segundo
cable se conecta de las segundas terminales del protoboard al motor. La Figura 3.23(a) muestra
la plataforma experimental. Cabe aclarar que solo se realizaron las mediciones en un motor,
ya que se supuso que los parametros del segundo motor, aunque no seran iguales, si seran
bastante similares [55].

3.3.2. Parametros eléctricos

El primer pardmetro a determinar fue el valor de la resistencia de armadura R,. Esta
medicion se realiza con el motor en vacio (sin alimentacion) y midiendo con el multimetro
entre los pines de alimentacion M0 y M1. El valor obtenido fue de 4.6f).

El segundo parametro fue la inductancia de armadura L,. Para obtener dicho valor se
incluy6 una resistencia de medicién Rgp.n¢ en serie con el pin M1, con el fin de medir la cor-

riente i, que circula por el motor. El valor de esta resistencia fue de 12, como se aprecia en
la Figura3.23(b).

Para esta prueba se eligieron las configuraciones de control para el motor que se muestran
en las Figuras 3.4(a), 3.5(a). Estas configuraciones hacen girar al motor en sentido positivo
(condicion de avance), manteniendo siempre encendido el transistor Q2 y conmutando los
transistores Q3 y Q4 en funcién del valor del PWM aplicado al puente H. Esto produce un
voltaje en el inductor que va de un voltaje positivo a un voltaje 0 y viceversa. Asi también
se realiz6 un programa en Simulink®, el cual se encarga de hacer girar al motor dado un
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determinado ciclo de trabajo en el PWM, para este caso se emple6 un ciclo de trabajo de

50 %. El diagrama de bloques del programa en Simulink® utilizado se muestra en el Apéndice
B.

Una vez descargado el programa al ladrillo NXT, se corre el programa y se espera a que
el motor se encuentre operando en régimen permanente. En esta etapa se mide tanto el voltaje
de alimentacion del motor e, entre los pines MO y M1, como el voltaje en los extremos de la
resistencia de medicion. A este dltimo valor le corresponde un valor equivalente a la corriente
que circula por el motor al aplicar la ley de Ohm. La Figura 3.24 muestra el resultado de esta
medicion.

—r~ Agilent Technologies

(1): 8.07V____ JlAvaC1): 4.1319V __ jl Freq(1): 8.15kHz j

Figura 3.24: Mediciones del voltaje de entrada al motor y el voltaje en las terminales de la
resistencia de medicién, con un ciclo de trabajo en el PWM de 50 %.

Para tener un mejor manejo de los datos obtenidos, estos se exportaron del osciloscopio
a un archivo en Ezcel®. Posteriormente, este archivo se importé a Matlab® y se disefié un
programa el cual solicita al usuario seleccionar un punto inicial y final de la grafica de corri-
ente, esto para determinar su pendiente y despejar el valor de la inductancia de armadura de
la ecuacion (3.3.1). El valor obtenido de la inductancia de armadura L, fue de 5.27mH, como
se observa en la Figura 3.25.

Por ultimo, para determinar el valor de la constante eléctrica K del motor, se realizaron
10 pruebas donde se vario el ciclo de trabajo del PWM de 10 a 100 con un incremento del 10 %.
Las mediciones que se realizaron fueron: el voltaje de alimentaciéon del motor e,, la corriente
de armadura i,, el periodo de la senal del encoder T,,., la velocidad angular del motor w, la
fuerza contra electromotriz e, y la constante eléctrica K, correspondiente. Los valores de las
mediciones obtenidas se resumen en la Tabla 3.5.

La velocidad del motor se obtiene a través de medir el periodo de la senal del encoder,
la cual se midi6 entre los pines GND y TACHOO, esto debido a que no se tomd en cuenta
la direccion de giro, por lo que se descarté la senal del pin TACHOL. Como un periodo de
la senal del encoder corresponde a 2° de giro del motor, la velocidad angular del motor en



54 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control
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Figura 3.25: Valor de la Inductancia de armadura L, obtenida, la pendiente de la corriente
del inductor se determind mediante un ajuste por minimos cuadrados.

Tabla 3.5: Datos obtenidos mediante experimentacion para la identificacion de parametros del
motor.

PWM [%] | ea [V] | o [4] Tone [8] w [rad/s] ey [V] | Ky [Vs/rad]
10 0.944 | 0.018347 | 0.0265 | 1.317229624 | 0.925653 | 0.702727135
20 1.7536 | 0.028887 | 0.011775 | 2.964465821 | 1.724713 | 0.581795542
30 2.5084 | 0.034259 | 0.00778 | 4.486707589 | 2.474141 | 0.551437987
40 3.3379 | 0.031824 | 0.00571 | 6.11323731 | 3.306076 | 0.540806095
20 4.1318 | 0.03634 | 0.004425 | 7.888493794 | 4.09546 | 0.519168818
60 4.9692 | 0.03782 | 0.00368 | 9.485485065 | 4.93138 | 0.519886961
70 5.7058 | 0.049639 | 0.003215 | 10.8574137 | 5.656161 | 0.520949202
80 6.5484 | 0.048575 | 0.00279 | 12.5113208 | 6.499825 | 0.519515493
90 7.3735 | 0.04803 | 0.00247 | 14.13222066 | 7.32547 | 0.518352365
100 8.22 | 0.050868 | 0.00223 | 15.65317715 | 8.169132 | 0.521883316

radianes se obtiene mediante la siguiente ecuacion

2m
W= ——. 3.3.5
Tene * 180° ( )
El valor de la fuerza contra electromotriz e, se calcula a partir de la ecuacion (3.3.1),
sin tomar en cuenta el término de la inductancia por considerarse despreciable. Con esta

consideracion, la fuerza contra electromotriz queda establecida por la siguiente ecuacion

ey = €q — Ryig. (3.3.6)

Por ultimo, la constante eléctrica K, para cada ciclo de trabajo se calcul6 mediante la
ecuacion (3.3.2). Como se observa en la Tabla 3.5 el valor de K, difiere levemente en cada ciclo
de trabajo, por lo que se realizé un ajuste por minimos cuadrados. Para la realizacion de este
ajuste se diseflo un programa en Matlab® el cual importa los datos correspondientes a cada
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ciclo de trabajo y los agrupa en vectores, posteriormente despeja los valores de w y ¢, para
crear nuevos vectores a los cuales realiza un ajuste por minimos cuadrados para encontrar el
valor de K. La Figura 3.26 muestra el resultado del ajuste por minimos cuadrados del valor
de la constante eléctrica K;, con un valor de 0.49Vs. El codigo fuente de estos programas en
Matlab® se encuentran en el Apéndice B.

K, =0.49005Vs

f.em &, V]

9 : ; 6 8 10 12 14 16
Velocidad del motor w [rad/s]

Figura 3.26: Valor de la constante eléctrica K, obtenida, la pendiente de la fuerza contra
electromotriz se determiné mediante un ajuste por minimos cuadrados.

3.3.3. Parametros mecanicos

El primer parametro a determinar fue la constante de par K, como el sistema de unidades
empleado es el sistema internacional (SI) y teniendo en cuenta que aplicando el principio de
conservacion de la energia en el caso de un motor de corriente directa nos dice que la potencia
eléctrica de entrada es igual a la potencia mecanica de salida mas las perdidas generadas, se
asume la hipoétesis de que el valor de dicha constante de par y el valor de la constante eléctrica
K, determinada anteriormente son iguales, con esto se obtiene que K, es igual a 0.49Nm/A.
Este valor y las mediciones de la corriente de armadura obtenidas anteriormente para cada
ciclo de trabajo del PWM se sustituyen en la ecuacion (3.3.4) para determinar el par del
motor, el cual a su vez se sustituye en la ecuacion (3.3.3), donde como resultado de realizar las
mediciones cuando el motor operaba en régimen permanente se obtuvo una velocidad angular
constante y a su vez una aceleracion angular cero. La ecuacion (3.3.3) queda simplificada de
la siguiente manera

Kyia = bew. (3.3.7)

De esta ecuacion se despeja b, para cada ciclo de trabajo. Nuevamente, se disen6 un pro-
grama en Matlab® para realizar un ajuste por minimos cuadrados obteniendo como resultado
la grafica de la Figura 3.27 donde b, es igual a 0.914mNm, ademés se determiné el valor del
par resistente 7, interno del motor como resultado de dicho ajuste.
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Figura 3.27: Grafica de ajuste de la friccion viscosa b, obtenida mediante minimos cuadrados.

Como tltimo parametro queda el valor de la inercia del motor, para el cual se elije ahora
la configuracion de control del motor que muestran las Figuras 3.4(a), 3.5(b). Con esta con-
figuracion, cuando se le pida al motor dar un factor de servicio de 0%, en vez de cerrar el
circuito para recircular la corriente, este se detendra bajo su propia inercia al dejar el circuito
abierto.

Para ello, se estableci6 un ciclo de trabajo del 100 % para el PWM y una vez alcanzada
su méaxima velocidad se establecio un ciclo de trabajo del 0% hasta que el motor se detuvo
por completo. Una vez teniendo estos datos, de igual manera se realizé un ajuste por minimos
cuadrados para determinar la pendiente con la que decaia la velocidad del motor, con lo que
se obtuvo el valor para la inercia del motor .J,, de 0.00296kgm?, como se observa en la Figura
3.28.

J =0.0029639 Kgfn
16 T T T

Velocidad del motorw [rad/s]

2 I I I I I I I I I

D 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1
tiempo [s]

Figura 3.28: Grafica de ajuste de la inercia del motor .J,,, obtenida mediante minimos cuadra-
dos.

Con estas pruebas se termina de obtener todos los parametros necesarios para realizar el
modelado matematico del sistema NX'T ballbot completo.
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3.4. Modelado dindmico del sistema NXT ballbot

El modelo del sistema NXT ballbot estd basado en el modelo del péndulo invertido sobre
una pelota esférica, se asume que el movimiento se realiza en el plano x —y y en el plano z —y
los cuales estan desacoplados y las ecuaciones de movimiento en esos dos planos son idénticas.
Bajo esta suposicion el sistema NXT ballbot puede ser considerado como dos partes separadas
e idénticas para el modelo del péndulo invertido sobre la pelota esférica como se muestra en
el diagrama de cuerpo libre de la Figura 3.29, donde ademas se presenta un sistema de co-
ordenadas para el plano x — y. Asi tambén se puede observar la llanta que utiliza el motor
de corriente continua, encargado de accionar el movimiento del ballbot y su relaciéon con la
pelota esférica. Se asume que no hay deslizamiento entre la pelota esférica y la llanta del motor.

Figura 3.29: Diagrama de cuerpo libre del sistema NXT ballbot basado en el modelo del
péndulo invertido sobre una esféra accionada por un motor y su sistema de coordenadas para
el pano = — y.

De este sistema de coordenadas se observa que:

Y 1 dngulo de inclinacion del cuerpo con respecto a la vertical.

0 : dangulo de la pelota esférica con respecto a la vertical.

= 0, : dngulo de la pelota esférica accionada por la llanta del motor.
= 0, : dngulo de la llanta accionada por el motor

Como también las siguientes relaciones:

0 = v+0,, (3.4.1)
R.0,, = R.0..
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Las ecuaciones de movimiento del sistema se derivan mediante el método Euler-Lagrange
haciendo uso de las coordenadas (xs,ys) v (xp,ys) establecidas en el sistema de la Figura
3.29. Asi para el instante cuando ¢ = 0 (tiempo inicial del sistema) y 8 = 0 (que representa al
robot colocado verticalmente y sin movimiento) estas coordenadas se establecen de la siguiente
manera:

(Ts,ys) = (R, ys),

(i) = (R0.0).

(xp, ) = (xs+ Lsine,ys + Lcos),

( ) = (Rsé + Lip cos v, — L) sin w> .

Ty, Yo

En la mecénica clésica, el lagrangiano de un sistema conservativo se denota mediante L,
siendo este la diferencia entre la energia cinética total (T') y la energia potencial total (V') del
sistema.

L=T-V. (3.4.3)

3.4.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Del sistema representado en la Figura 3.29 se establece que la energia cinética total esta
constituida por la energia cinética traslacional (77) y la energia cinética rotacional (73), las
cuales se definen como

1 1

T, = §MS (j:§+y§)+§Mb (i3 + v7) , (3.4.4)
1 . 1 . 1 . 1 .

Ty = —J.0%+ =Jyp?+=J,0% + =J,6%. 3.4.5

La energia potencial total del sistema queda definida como

V = M,gys + Mygys. (3.4.6)

Por lo que el lagrangiano del sistema queda expresado de la siguiente forma

L=T+T,—V. (3.4.7)

A continuacion se definen las coordenadas generalizadas de posicién ¢; , en este caso se
elijen las coordenadas (0,7), lo que nos da las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
d (0L oL
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Para poder evaluar la ecuacion del lagrangiano (3.4.3) en las ecuaciones anteriores,
primero se establecen en términos de las coordenadas generalizadas (6 y 1) las ecuaciones
que conforman dicho lagrangiano (71,75 y V) a través de las coordenadas establecidas para
el instante ¢ = 0.

Definiendo T1 en términos de las coordenadas generalizadas tenemos

T = %MsRie‘Q + %Mb[(Rsé + Ly cos ) + (—Lip sinh)?].

Luego se desarrolla y agrupan términos

1 . 1 . .. . :
T, = ?%@W+5MM@W+%R&W%¢+§W%%W+L%%mﬁ)
1 o1 : . .
T = §MSR§92 + 5M;,(R§92 + 2LR,0cos + L**(cosp* + sin)?)).

Finalmente, la energia cinética traslacional queda definida como

1 ) 1 . . .
Ty = S MR® + S My (367 + 2LR Opcosy) + L*0*). (3.4.10)

Para la energia cinética rotacional Ty, de la ecuacion (3.4.2) se tiene que

y utilizando la ecuacion (3.4.1)

0, =0 — 1.

se sustituyen para obtener la siguiente ecuaciéon

(0 — )% (3.4.11)

Sustituyendo la ecuacion (3.4.11) en (3.4.5), finalmente se obtiene

L 1 R2 N2
1. 2y R2
75::5¢9+§@w @7+J)m( — 200 +9%). (3.4.12)
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Ahora se define V' en términos de las coordenadas generalizadas

V = Mygys + Myg(ys + L cosp).

(3.4.13)

Se evalia la ecuacion del lagrangiano (3.4.7) conformado por las ecuaciones (3.4.10),
(3.4.12) y (3.4.13) en las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.4.8) y (3.4.9), obteniéndose asi

oL
00
oL
a0

d (oL
dt \ 90

oL
o

oL
Y

d (0L
i (50)

0,

2

. . . . R .
MR20 + MyR20 + My R, Lt cosp + Js0 + == (T + J,) (0 — ),

R2

w

R2G(M, + M,) + MyR,L1p cos ) + MyR,Lip(— sin o)) + J,0 +

R2 .
5 (I + )0 = ),

w

1 .
§Mb(—2RsL¢9¢ sin) + MygL sin ),

—MyR, L0y sin ) + MygL sin1p,

2

1 ) . . 1R . .
M (2L20 + 2LR B eos p) + Juib + 2 U + ) 20— 20),

. . . R2 ..
M, (L% + LRSOCOSLD) T+ 2 (I + L) (@ = 0),

2

M,(L*) + LR, cos ) — LR,0) sin1p) + J@M + E(Jm +J) () —

R2

w

Al agrupar términos, la ecuacion de Euler-Lagrange (3.4.8) se define como

km+mm%R

d(9L\ 9L _
dt \ 9 09 ¥

. R
(S + Ju) + Js:| 0+ [MbRsL cos) — R—;(

2 2
s

Lo

MyRsLi? sinyp = Fy.

La ecuacion de Euler-Lagrange (3.4.9) se define como

4 (00y oL _
dt \oy) o YV

Jm + Jw) w_

).

(3.4.14)
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2 2

R . R .
M&Mww7§%+hﬂM¢Mﬁ+@+ﬁuwumw—mwmw:%.
? (3.4.15)

w

Asi las ecuaciones (3.4.14) y (3.4.15) describen la dinamica del sistema.

Para las fuerzas generalizadas Iy y Fy, al considerar el par y la friccion viscosa del
motor de corriente continua del kit de LEGO Mindstorms NXT® se obtienen las siguientes
ecuaciones

Fy = kyiqg— bebm, (3.4.16)
Fy = —kyiq+ bebom, (3.4.17)

de donde 6,, = gi (0 — 1)) es la velocidad angular del motor.

Como se menciond anteriormente, una caracteristica del motor utilizado es que en lugar
de corriente, este se controla a través del voltaje aplicado mediante la técnica PWM, por lo
que de la ecuacion (3.3.1) que describe la dindamica eléctrica del motor, se despeja i,, y se
considera el valor de la inductancia de armadura L, despreciable, con lo que se obtiene la
corriente del motor en términos del voltaje

i o €a — b

a - Ra )

i o €a — kbém

a - Ra ?

i, = %—kﬁw—¢[ (3.4.18)

donde k = gz, sustituyendo la ecuacion (3.4.18) en (3.4.16) y (3.4.17), se obtienen las fuerzas

generalizadas en términos del voltaje

Fy = ae,—B(0—1), (3.4.19)
Fy, = —ae,+ B0 1), (3.4.20)

donde a = }’;—Z;ﬁ = k(kj”%—]z" + be).

3.4.2. Linealizacion del sistema NXT ballbot

Como se puede apreciar, las ecuaciones (3.4.14) y (3.4.15) son no lineales ya que las vari-
ables son argumentos de funciones trigonométricas o estan elevadas al cuadrado. Por lo que
se procede a linealizar al sistema alrededor de un punto de equilibrio. En este caso el punto



62 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

de equilibrio que nos interesa es cuando el sistema esta completamente vertical () = 0).

Si se considera el limite cuando ¥ — 0 entonces se tiene que (siny =~ 1, cosy ~ 1)
y despreciando los términos de segundo orden como ¢2 ~ 0, las ecuaciones que rigen el
comportamiento del sistema (3.4.14) y (3.4.15) quedan linealizadas alrededor del punto de
equilibrio como

2 2

R .. R .
[(Ms + My)R? + R—;(Jm + J,) + Js} 0+ [MbRSL — R—;(Jm + Jw)} = Fp, (3.4.21)

w

2

R2 . R? .
{MbRSL ~ s (on Jw)} 0+ [MbL2 Ty 5 (T + Jw)} b — MygLap = Fy.  (3.4.22)

w

3.5. Ecuaciones de estado para el sistema NXT ballbot

Una vez linealizado el modelo alrededor del punto de equilibrio cuando el limite ) — 0,
las ecuaciones (3.4.21) y (3.4.22) se pueden escribir como

!

m +G m = He,, (3.5.1)

donde

= E : Matriz de inercia,
» F : Matriz de Coriolis y fuerzas centrifugas,
= G : Matriz de energia potencial,

= H : Matriz de torque de entrada,

quedando definidas de la siguiente manera

B (M, + My) R+ K*(Jp + o) +Js MyR,L — K*(Jp + J)
T LMyR, — k*(Jp + ) MyL? + Jy + k*(Jm + Ju) |
W —B]
F= ;
-5 B
[0 0
G= 0 —Mbg[l ’
H=|“ } .
_—Oé

Eligiendo el vector de estado x y el vector de entrada u como
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x=1[0 ¢ 6 4],

u = €q,

donde x” indica la transpuesta de x.

Para expresar las ecuaciones de estado del sistema NXT ballbot de la forma ((2.1.1)),
es necesario determinar los elementos de las matrices involucradas, por lo que se despejan de

(3.5.1) los estados correspondientes a cada elemento

i

J

6] 0 0
E|.|=He,—F|. |-G ,
o] =me-x ] -c ]
o] =5 e 5] - [J]
| =E " |He, —F | .| -G ,
Y] 0 G
9 _ 1 [ By —Ejs] -He _ [Fiy Fn} {9] _ {Gn G12] [GH
| det(E) [—Ea Eu | [Y [Fa Pl ¢ G21 G| (V] ]’
9 _ 1 [ By —Ejs] -He B _F119:+F121q _ [ 0 H
Y| det(E) [—En Eu || [Fauf+ Fat Gaotp] |
0] _ 1 [ Bn —Bul[g. [ —Ful-Fo
W] det(E) [=Exn Eu | [ |[—Fnf — Fot— G|’
9 _ 1 [ By —Eis] [ —‘Fné - Flﬂb + Hieq H
] det(E) |[—Ea1  Eu | [|[—F5nf — Fat) — Gootp + Haeg| |’
L —E»F110 — ExFio + ExHye, + B12Fo6 + g Foxt)+
01 _ 1 ‘ . E12Gap — Eralieq _
_w_ det(E) EoF110 + Ey Fioth — Eoi Hyjeq — By Fo10 — Eyy Foop—

E1Gatp + Ev1Haeq

Agrupando los términos por variables de estado obtenemos

1
et(E)
1
~ det(E)

QU

[(E12F21 — By Fiy) 0+ (EroFhy — B9 ki) ¢ + E15Go0t) + (ExHyy — E19Hoy) €a] ;

|:(E21F11 - E11F21> 9 + <E21F12 - E11F22) ¢ - E11G22¢ + (E11H21 - EQlHll) ea] )
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de donde 75 = 6 y Ty = 1&, ademas F15 = Fs1, por lo que al agrupar términos, se obtienen las
siguientes matrices

0 1 0

0 0 1
E12G22 Ei1o0Fo1—FEalFyy  EioFo—Foo 12 |
E11E20—E3, E11E29—E3 E11E—E?
—E11Ga E21F11—E11]}‘221 E21F12—E11]1“222
E11E20—E2, E11Ea0—E2, E11Ea2—E2,

0
0

B = | ExoHi1—E12Hx
E11E22—F

By Hy) By Ty
E11E2—FE3, (352)

>
Il
o oo o

r
o O = O
O = O O
_— o O O

SO OO OO o

3.6. Modelo politopico del sistema NXT ballbot

Una vez que se cuenta con los valores de los parametros fisicos del motor empleado en el
sistema NXT ballbot, estos datos se comparan con los reportados en la literatura. En la Tabla
3.6 se resumen los valores de los parametros fisicos del motor NXT obtenidos y los reportados
en la literatura.

Tabla 3.6: Parametros fisicos del motor NXT reportados en la literatura.

Parametro | Experimental | Referencia [66] | Referencia [36] | Referencia [64] | Referencia [78]
RO |46 46 6.85 5.0012 6.69
L,[H] 5,27 x 1073 3,7x 1073 -—— 1x1073 despreciable
Jm[kgm?] 2,96 x 1073 45 x 1077 - — —— 2,4589 x 1076 10 x 107°
b[Nms| | 0,914 x 103 1,85 x 103 1,1278 x 1073 38,745 x 10°° 22%x 1073
K, %] 0,49005 0,48 0,3179 0,5246 0,317
Ky[X=] | 0,49005 0,48 0,46389 0,5246 0,468

Una vez que se evaltian las variaciones en los parametros y con el fin de obtener un sistema
politopico simple pero representable, se elijen los dos parametros con mayor desviacion, estos
son: la inercia del motor J y la friccion viscosa b.. Por lo que se establece el siguiente vector
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de parametros inciertos

p=(b Jn) (3.6.1)

donde el namero de vértices del politopo resultante es L = 4, acotado por sus valores minimo
y maximo

be € [bemin beméx] ) Jm S [Jmmin Jmméx] . (362)

Como estos parametros inciertos se presentan en las matrices A y B, y estas a su vez
dependen linealmente de dichos parametros, es posible definir un politopo de 4 vértices en
el cual se encuentran todos los posibles valores de los parametros inciertos acotados entre
sus valores minimo y maximo. Antes de presentar los vértices del modelo politépico y para
simplificar la notacion, dado que las matrices A y B dependen linealmente de los elementos de
las matrices E v F, se presentan los valores minimos y méaximos de estas matrices en funciéon
de los parametros inciertos.

E. — [(Ms + M) R2 + K2 (Jomin + Ju) + Js MyRoL — k2(Jpnin + Jo) }

LMyR, — k*(Jrmin + Ju) MyL* + Jp + E*(Jomin + o)
| DI (Ms + Mb)Rz + k2(=]mméx + Jw) + Js MbRsL - k2(‘]mméx + Jw)
max LMyR, — k*(Jrmmax + Ju) MyL* + Jp 4+ E*(Jmax + Jw) |
_— k (beming;(bKP)> —k <b€min+R}(f(bKP)) (363)
min = bemin+(K Kp) bemi11+(K KP) ’
| () ()
i bemax+(K Kp) beméx+(K KP)
R A G ) e G ey
max = benléx+(K KP) bEméX+(K KP)
B S B G ey

A partir de los elementos de estas matrices, se definen entonces los 4 vértices del modelo
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politopico para las matrices A y B

A_l = 0 Emin12G22 Eml’n12Fmin21_EminQQmenll Emin12Fm1'n22_Em1'n22Fm1'n12 9
2 2 2
EmfnllEmanQ_Emin12 Eml’nllEmfn22_Emfn 2 Eml’nllEmin22_Em1’n 2
O —Lmin11Y22 EminZlFminllerm'nll min21 Emin21Fmin127Em1'n11 min22
2 2 2
| EmfnllEmeQQ_Eminlg Eml’nllEm{DQQ_Emfn12 EminllEmirAQQ—Emfn12
B, = | BumooHii—Emmi2Ho |
2
EminllEm(n227Em1'n 2
min11 4421~ Emin21 111
2
| EminllEmInQZ_Emfn 12
A2 == O Emin12G22 Emin12Fméx2l7Emin22Fma'.x11 Erm'n12Fméx227Emin22Fméx12 3
2 2 2
EmfnllEmeQQ_Eminlg EminllEmiDZQ_Emin 2 EminllEmiDZQ_Emin 2
0 _Eminll 22 Eml'DQIFméxll_Eminll max21 Eml’anFméXIQ_Eminll max22
2 2 2
| EminllEmin227Em1'n12 Eml’nllEmin227Em1'n12 Eml’nllEmin227Emin12
B, = By, (3.6.4)
A_3 - O Eméx12G22 Eméx12Fm1'n217Eméx22Fm1'n11 Eméx12Fm1'n227Eméx22Fm1’n 12 3
2 2 2
EméxllEméXQQ_Eméxlg EméxllEméXQQ_Eméx12 EméxllEméXQQ_Eméx12
O _Eméxll 22 Ema’,x21le’n11_Eméx11Fmit\21 Ema’,x21le'n12_Eméx11Fmix\22
2 2 2
L EméxllEméx227Eméx12 EméxllEméx227Eméx12 EméxllEméx227Eméx12
B3 - EmaxooHi1—Emaxi2H21 9
2
EméxllEméx227Eméx 2
Eraxi1 H21—Emaxoy H11
2
_EméxllEméXQQ_Eméx12
A_4 — O Eméx ]_2G22 Emé,leFméx21_Ett\éx22El\éx11 Eméx12Fméx22_Eméx22Fméx 12 9
2 2 2
EméxllEméx22_Eméx12 EméxllEméXQQ_Eméx12 EméxllEméx22_Eméx12
O _Eméxll 22 EméleFméxll_EméxllFméx21 Eméx21Fméx12_EméxllFméXZZ
2 2 2
| EméxllEméx227Eméx12 EméxllEméx227Eméx12 EméxllEméx227Eméx12
B, = Bs.

Este modelo se utilizarad para encontrar una ley de control que sea robusto ante estas
incertidumbres en los parametros. Cabe recalcar que se pueden introducir mas parametros
con incertidumbres, pero ademés de incrementar el nimero de vértices del politopo y debido a
que algunos parametros dentro de las matrices son no lineales, es necesario reformular dichos
parametros mediante transformaciones fraccionales lineales.



Capitulo 4

Control del sistema NXT ballbot

En este capitulo se describira la interaccion del sistema NXT ballbot y el paquete de
programacion Matlab-Simulink® en la implementaciéon de los controladores. Posteriormente,
se disenaran dos controladores para el sistema NXT ballbot con el objetivo principal de man-
tenerlo estable en su posicién vertical. Los dos primeros controladores, los cuales serviran de
referencia para comparar el desempeno de los dos controladores a disenar son los propuestos en
la literatura en [78] basado en un controlador de tipo LQR y en [32] basado en un controlador
mediante la técnica de asignacion de polos en lazo cerrado.

4.1. Interaccion sistema NXT ballbot y Matlab®- Simulink®

El paquete de programacion a emplear para el disefio de los controladores es Matlab®,
asi como también se hara uso de Simulink®, donde se llevara a cabo la simulaciéon e imple-
mentacion del controlador en el sistema NX'T ballbot. Para llevar a cabo la interacciéon entre
el sistema NXT ballbot y Simulink® es necesario descargar el complemento para la biblioteca
de funciones de Simulink® denominado Support Package for LEGO MINDSTORMS NXT
Hardware. Este complemento se encuentra disponible a partir de la version R2012a.

Una vez que se descarga e instala el complemento, el programa solicita al usuario si de-
sea actualizar la version en el controlador del ladrillo NXT, ademas de asignarle un nombre
al ladrillo el cual servird para identificarlo durante la comunicacion bluetooth, durante este
proceso se requiere conectar el ladrillo NXT a la computadora. En el Apéndice A se detalla
el procedimiento de instalacion del complemento y actualizacion de la version del ladrillo NXT.

La Figura 4.1 muestra los bloques que contiene el complemento descargado y que permiten
interaccionar con los elementos del kit LEGO Mindstorms NXT®, como también con los
demas bloques de la biblioteca de funciones de Simulink®.
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Figura 4.1: Bloques de la biblioteca de funciones instalada en Simulink

4.1.1. Comunicacién bluetooth (NXT-PC)

Una de las ventajas de Simulink® es la capacidad que ofrece de monitorear e interactu-
ar en tiempo real con los datos de los sensores y actuadores del sistema LEGO Mindstorms
NXT®. Esto se logra mediante una comunicacion bluetooth entre el ladrillo NXT y la computa-
dora. En el Apéndice A se muestra el proceso de configuracion de la comunicacién bluetooth
entre estos dispositivos. Una vez establecida la configuracion, se ejecuta el programa en mo-
do External Mode y Simulink® se encarga de compilar y generar el codigo ejecutable. La
descarga del codigo ejecutable al ladrillo NXT se da mediante dos opciones, mediante el cable
usb o mediante la conexion bluetooth, esta tltima tiene el inconveniente de ser mas lenta para
codigos de gran tamano.

4.1.2. Diagrama a bloques del sistema NXT ballbot

El esquema general de los controladores a disenar se basa en la retroalimentacion de
estados mas un término integral del error del estado x; que en nuestro caso se refiere a la
posicion agular del sistema NXT ballbot 6, como se muestra en la Figura 4.2. Este esquema
se conoce también como servo controlador, el término integral se anade con el fin de que el
sistema NXT ballbot sea capaz de seguir una trayectoria ademas del equilibrio vertical. Este
esquema se implementa mediante bloques de Simulink®, donde los estados del sistema NXT
ballbot se determinan mediante un bloque que representa la dindmica de la planta para el
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caso de simulacién o un bloque que contiene los sensores y actuadores del sistema para el caso
de la implementacion fisica. Estos bloques se muestran en la Figura 4.3 , asi como un cuarto
bloque donde se monitorean y guardan las variables del sistema. En el Apéndice D se mues-
tran a detalle los sub bloques y elementos que contienen cada uno de estos bloques principales.

X y
X = Ax+ Bu ={>—>

X, Yy + <
' ) g .

Y +

Figura 4.2: Esquema general del servo controlador. Imagen tomada de [78].
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Figura 4.3: Bloques principales del control del sistema NXT ballbot implementado en
Simulink®.

Al ejecutar el programa en Simulink®, para generar el codigo ejecutable es necesario
contar con las ganancias del controlador y los pardmetros del sistema y simulacién, los cuales
carga directamente del archivo creado en Matlab®. Al terminar la simulacion o prueba expe-
rimental los datos de los estados son guardados en el espacio de trabajo de Matlab®.
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4.2. Analisis del modelo NXT ballbot

En esta seccion se presentan los resultados de estabilidad, controlabilidad y observabilidad
del sistema NXT ballbot en lazo abierto. Para esto se disefia un programa en Matlab® donde
se introducen los parametros del sistema NXT ballbot y se calculan las matrices de estado
correspondientes que serviran para crear el modelo del sistema en espacio de estados empleando
la funcién ss. A continuacion se muestra parte del codigo para crear el modelo en espacio de
estados del sistema NX'T ballbot.

Codigo fuente 4.1: Creacion del modelo en espacio de estados del sistema NXT ballbot.

estados = {'\theta' '\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };

{'u'};

salidas {'"\theta' '"\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };

sys_ss = ss(A,B,C,D, ...
'statename',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);

entrada

Dado que durante el desarrollo de esta tesis se obtuvieron los pardmetros del sistema
mediante experimentacion y uso de software para dibujo en 3D Solidworks®, se crearan dos
modelos del sistema, el primer modelo incluiré los parametros del sistema reportados en 78],
mientras el segundo modelo incluiré los parametros que se obtuvieron durante el modelado del
sistema en esta tesis. Asi mismo, cuando se haga referencia al sistema completo (abarcando
los modelos 1y 2) se denominara sistema NXT ballbot mientras que se referird como modelo
1y 2 segiin sea el caso que se analice del sistema NXT ballbot por separado.

4.2.1. Estabilidad

La estabilidad del sistema NXT ballbot en lazo abierto se evaliia mediante la funcion pole
, esta funcidon devuelve el valor de los polos del sistema como se muestra a continuacion.

Codigo fuente 4.2: Polos de los modelos 1 y 2 del sistema en lazo abierto.

>> polos_lazoabierto = pole(sys_ssl)
polos_lazoabierto =

0
—241.8164
6.1020
—5.6754

>> polos_lazoabierto = pole(sys_ss2)
polos_lazoabierto =
0

5.9600
—=5.7222
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’ —14.0300

Como se observa, en ambos modelos un polo se encuentra en el semiplano derecho del
plano complejo, por lo tanto el sistema NXT ballbot en lazo abierto es inestable en el punto
de operacion a partir del cual se linealiz6 el modelo.

4.2.2. Controlabilidad

Para comenzar a disenar un controlador que haga que el sistema se estabilice, es necesario
evaluar la controlabilidad del sistema. Haciendo uso de las funciones ctrb y rank de matlab, se
evaliia el rango de la matriz de controlabilidad de los modelos 1 y 2 del sistema. A continuaciéon
se muestra el resultado obtenido en Matlab®.

Codigo fuente 4.3: Controlabilidad de los modelos 1 y 2 del sistema NX'T' ballbot.

>> controlabilidad rank (ctrb(sys_ssl))
controlabilidad =

4
>> controlabilidad = rank (ctrb(sys_ss2))

controlabilidad =

4

Como ambas matrices de controlabilidad son de rango completo n = 4, el sistema es

completamente controlable por lo que es posible disenar un controlador que logre estabilizar
al sistema NXT ballbot.

4.2.3. Observabilidad

Del mismo modo se evalia la matriz de observabilidad de los modelos del sistema mediante
el uso de la funcion obsv. Como resultado se obtiene que las matrices son de rango completo
n = 4 por lo tanto el sistema es completamente observable.

Codigo fuente 4.4: Observabilidad de los modelos 1 y 2 del sistema NXT ballbot.

>> observabilidad = rank (obsv(sys_ssl))
observabilidad =
4

>> observabilidad = rank (obsv(sys_ss2))

observabilidad =
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4.3. Control LQR

El controlador propuesto por Yorihisa Yamamoto en [78] se basa en un controlador tipo
LQR. Con el fin de que el NXT ballbot pueda seguir una trayectoria deseada, se agregd una
nueva variable de estado £ correspondiente a la integral del error de posicion, esto con el fin
de que el error en estado estacionario sea cero, quedando la ecuaciéon de estado de la siguiente
manera

Xa:Ax—l—Bu—l— [ﬂ r,

con
X, = [X f}T.

donde r representa el valor de la referencia a seguir. Estas matrices se determinan como

A A 0

e

A B

5 - 7] 4s)
La ganancia de retroalimentacion aumentada que se obtiene resulta en K = K — K

con K € R™" y K, € R. El autor menciona que los valores de las matrices de ponderacion
Q v R se encontraron mediante el proceso de prueba y error, quedando establecidas de la
siguiente manera

1 0 00 0
0 6x10° 0 0 0
Q=10 0 10 0 |,
o 0 01 0
0 0 00 1x10°
2
R = 6x10° (?) : (4.3.2)

4.3.1. Ganancias del controlador

Capturando las matrices de la ecuaciones (4.3.1) y (4.3.2) en el codigo de Matlab® se
emplea la funcion lgr que resuelve la ecuacion (2.2.4) y devuelve las siguientes ganancias
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Codigo fuente 4.5: Ganancias del controlador LQR para el modelo 1 del sistema.

>> K_lgr = lqgr(A_hat, B_hat, Q, R)
k_f = K_1lgr(1l:4)

k_i = —K_1lgr(5)
K_1lgr =

—0.0150 —-1.5698 —-0.0270 —0.2325 0.0071
k_f =

—0.0150 —1.5698 —0.0270 —0.2325
ki =

—-0.0071

Codigo fuente 4.6: Ganancias del controlador LQR para el modelo 2 del sistema.

>> K_lgr = lqgr(A_hat, B_hat, Q, R)
k_f = K_1lgr(1:4)

k_i = —K_1gr(5)
K_lgr =

—0.0153 —2.0748 —-0.0273 —-0.3228 0.0071
k_f =

—0.0153 —2.0748 —-0.0273 —-0.3228
k_i =

—0.0071

Los primeros cuatro valores Kjqr(1 : 4) corresponden a la ganancia de retroalimentacion
k mientras el ltimo valor Kjq,(5) corresponde a la ganancia integral k;.

Con el fin de comprobar que las ganancias del controlador cumplen con el objetivo de
estabilizacion del sistema NXT ballbot, A partir de la ecuacion (2.1.7) se crea un nuevo modelo
en espacio de estados del sistema en lazo cerrado como se muestra a continuaciéon

Codigo fuente 4.7: Creacion del modelo en espacio de estados del sistema NXT ballbot en lazo
cerrado.

estados_cl {'"\theta' '"\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' 'error'};

entrada_cl = {'r'};

salidas_cl {'"\theta' "\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };

sys_clt = ss([A—B*K_1lgr(l:4) —BxK_1lqgqr(5); —C(1l,:) 0], [zeros(size(B));1],...
[C zeros(size(B))],D, 'statename',estados_cl, ...
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"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);

Los polos del sistema con la retroalimentacién de estados obtenidos son

Codigo fuente 4.8: Polos del sistema en lazo cerrado (modelo 1) ante el controlador LQR.

>> polos_lazocerrado = pole(sys_cltl)
polos_lazocerrado =
1.0e+02 «

—2.4185
—0.0057 + 0.00571
—0.0057 — 0.00571
—0.0681
—0.0509

Codigo fuente 4.9: Polos del sistema en lazo cerrado (modelo 2) ante el controlador LQR.

>> polos_lazocerrado = pole(sys_clt2)

polos_lazocerrado =

—14.2200
—6.8967
—-5.0017
—0.5736 + 0.57621
—0.5736 — 0.57621

Con lo que se observa como todos los polos se localizan en el semiplano izquierdo del
plano complejo, haciendo al sistema NXT ballbot estable alrededor del origen del sistema.

4.3.2. AnaAlisis temporal

Con el fin de analizar el desempeno del controlador, se evalia la respuesta en el tiempo
del sistema NXT ballbot ante una entrada escalon unitario, para esto se emplea la funcién
step en el codigo de Matlab®. La respuesta del sistema ante la entrada escalon unitario se
muestra en las Figuras 4.4 y 4.5.

Los tiempos de establecimiento del estado x5 = 1 que representa el angulo de inclinacion
del cuerpo son t, = 6, 76s para el modelo 1, y t, = 6, 74s para el modelo 2, los demas valores se
resumen en las Tablas (4.1, 4.2). El codigo fuente completo del controlador LQR se encuentra
en el Apéndice C.
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Figura 4.4: Respuesta del sistema ante una entrada escalén unitario para el modelo 1 ante el
controlador LQR.
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Figura 4.5: Respuesta del sistema ante una entrada escaléon unitario para el modelo 2 ante el
controlador LQR.
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Tabla 4.1: Valores de la respuesta temporal del modelo 1 del sistema ante el controlador LQR

Caracteristica Estado 0 Estado ¢ | Estado 6§ | Estado v
Tiempo de levantamiento ¢, [s] 2,69 | 1,82 x 10712 0 0
Tiempo pico t, |3 59| 544 x 1073 1,74 | 148 x 1073
Pico de amplitud M, [°] 1,04 | 1,14x10°7°|363x10°° | 3,73 x10°°
Tiempo de establecimiento t [s] 7,79 6,76 9,19 6,31

Tabla 4.2: Valores de la respuesta temporal del modelo 2 del sistema ante el controlador LQR

Caracteristica Estado 0 Estado ¢ | Estado 6 | Estado
Tiempo de levantamiento ¢, [s] 2,65 | 5,55 x 1071° 0 0
Tiempo pico t, |3 5,88 | 616 x 1073 1,79 | 224 x 1073
Pico de amplitud M, [°] 1,04 | 1,15 x 1073 | 368 x 1073 | 3,35 x 1073
Tiempo de establecimiento t; |s] 7,75 6,74 9,13 6,5

4.4.

Control mediante asignaciéon de polos

El autor Pablo Tomas [32] propone un controlador mediante la técnica de asignacion
de polos con el fin de obtener una respuesta mas rapida y un menor soprepaso con respecto
al controlador obtenido anteriormente bajo el esquema LQR. Luego de realizar pruebas y
correcciones, el autor establece la siguiente ubicacion de polos.

pp = —53+2
py = —b3—2i
ps = —1
Py = —2

En este caso el autor no anade el término del estado de la integral del error de posicion.

4.4.1. Ganancias del controlador

Haciendo uso de la funcion place de Matlab®, se obtienen las siguientes ganancias de
retroalimentacion del controlador.

Codigo fuente 4.10: Ganancias del controlador mediante asignacion de polos para el modelo
1.

>> polos_deseados = [—-53+21i, —53-2i, -1,
K_polos = place(A,B,polos_deseados)

—-21;

K_polos =



|
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—0.0075 —1.4776 —0.0226 —0.1324

Codigo fuente 4.11: Ganancias del controlador mediante asignacion de polos para el modelo
2.

>> K_polos = place(A,B,polos_deseados)
K_polos =

—0.1236 —23.7402 —0.2009 —2.3652

Como en este caso no se agreg6 el estado de la integral del error de posicion, se procede
a crear un nuevo modelo en espacio de estados que representa la dindmica del sistema NXT
ballbot en lazo cerrado como se muestra a continuacion.

Codigo fuente 4.12: Creacion del modelo en espacio de estados del sistema NXT ballbot en
lazo cerrado sin término integral.

estados_cl = {'\theta' '\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };

entrada_cl = {'u'};
salidas_cl = {'\theta' '"\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };
sys_cl = ss(A—BxK_polos,B,C,D, 'statename',estados_cl, ...

"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);

Para comprobar que efectivamente las ganancias del controlador cumplen con el objetivo
de estabilizar al sistema NXT ballbot, se verifica que los polos del modelo en espacio de estados
creado coincidan con los polos deseados en ambos modelos.

Codigo fuente 4.13: Polos del sistema en lazo cerrado de los modelos 1 y 2 ante el controlador
por asignacion de polos.

>> polos_lazocerrado = pole(sys_cl)
polos_lazocerrado =

—53.0000 + 2.00001
—53.0000 — 2.00001
—2.0000
—1.0000

Como se observa, los polos de ambos modelos en lazo cerrado coinciden con la ubicacion de
los polos deseados, garantizando asi la estabilidad del sistema NXT ballbot bajo este esquema
de control.

4.4.2. AnAlisis temporal

Nuevamente para analizar el desempeno del controlador y hacer futuras comparaciones
con los demas controladores, se evaltia la respuesta en el tiempo del sistema NXT ballbot
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ante una entrada escalon unitario. La respuesta de los modelos 1 y 2 ante una entrada escaléon
unitario se muestra en las Figuras 4.6 y 4.7.
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Figura 4.6: Respuesta ante una entrada escalén unitario del modelo 1 del sistema NXT ballbot
en lazo cerrado.

El tiempo de establecimiento del estado x, = ¢ es t;, = 4,14s para ambos modelos,
menores que los obtenidos mediante el controlador LQR. Los deméas valores se resumen en
la Tablas (4.3, 4.4). El codigo fuente completo del controlador por asignacion de polos se
encuentra en el Apéndice C.

Tabla 4.3: Valores de la respuesta temporal del modelo 1 del sistema ante el controlador por
asignacion de polos.

Caracteristica Estado ¢ Estado v | Estado 6 | Estado ¢
Tiempo de levantamiento ¢, [s] 2,54 | 2,26 x 10714 0 0
Tiempo pico ¢, [3] 10 88 x 1073 | 16 x 1072 | 16 x 1073
Pico de amplitud M, |°| —134 —0,66 128 —15,3
Tiempo de establecimiento t; [s] 4,57 4,14 4,65 0,826

4.5. Control LQR con LMIs

En esta secciéon se disenara un controlador LQR para el modelo politopico del sistema
NXT ballbot mediante la formulacién de desigualdades matriciales lineales (LMIs), con fines
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Figura 4.7: Respuesta ante una entrada escalén unitario del modelo 2 del sistema NX'T ballbot
en lazo cerrado.

Tabla 4.4: Valores de la respuesta temporal del modelo 2 del sistema ante el controlador por
asignacion de polos.

Caracteristica Estado 6 Estado v | Estado ¢ Estado v
Tiempo de levantamiento ¢, [s] 2,54 | 2,42 x 1071 0 0
Tiempo pico t, [s] 10 88 x 1073 | 16 x 1072 16 x 1072
Pico de amplitud M, |°| —8,09 | 39,9 x 1073 7,75 | —926 x 1073
Tiempo de establecimiento tg [s] 4,57 4,14 4,65 0,826

de comparacion con el controlador LQR presentado anteriormente, se emplearan los mismos
valores de las matrices de ponderacion. Dado el sistema politopico de la ecuacion (2.3.23) y
anadiendo nuevamente el término de la integral de error de posicion, se reescribe la ecuacion
de estado como (4.3.1), esta vez con las matrices aumentadas correspondientes a

A A, 0
s )
B = [BO] i=1,...,L. (4.5.3)

Para la solucion de este nuevo esquema, solo basta con sustituir A; y B; por el conjunto
de ecuaciones (3.6.4) correspondientes a los vértices del sistema politopico en las formulaciones
de optimizacion (2.3.29). Posteriormente, se procede a capturar este conjunto de ecuaciones
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a través del toolbox LMI Control Toolbox® de Matlab® [19, 61], con lo que se obtendran las
matrices 6ptimas que satisfacen dichas restricciones.

4.5.1. Ganancias del controlador

Una vez capturadas las formulaciones de optimizacion correspondiente a cada vértice del
sistema politopico en el codigo de Matlab®, se hallan los valores de las matrices 6ptimas
correspondientes al conjunto de restricciones (2.3.29), (2.3.18), el segundo conjunto de restric-
ciones se empleo6 luego de observar que las ganancias del controlador inicamente con el primer
conjunto de restricciones generaba algunas entradas de control que superaban el limite del
valor de operacion del sistema, con lo que finalmente se obtuvieron las siguientes ganancias

Codigo fuente 4.14: Ganancias del controlador LQR mediante LMIs para el modelo politopico
1.

>> K_lgrlmi = Yopt/ (Popt)
k_f =K lgrlmi(l:4)

k_ i = —K_ lgrlmi (5)
K_lgrlmi =

—0.0072 —-1.3851 —-0.0181 —-0.2298 0.0025
k_f =

—-0.0072 —1.3851 —-0.0181 —-0.2298
k_i =

—0.0025

Codigo fuente 4.15: Ganancias del controlador LQR mediante LMIs para el modelo politopico
2.

>> K_lgrlmi = Yopt/ (Popt)
k_f = K_1lgrlmi(1:4)

k_ i = —K_ lgrlmi(5)
K_lgrlmi =

—0.0074 —0.9940 —0.0167 —0.1682 0.0023
k_f =

—0.0074 —0.9940 —0.0167 —0.1682
k_i =

—0.0023
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Con el fin de comprobar que las ganancias del controlador cumplen con el objetivo de
estabilizacion del sistema politopico NXT ballbot, se crean cuatro modelos en espacio de
estados correspondientes a cada vértice del sistema politopico en lazo cerrado como se muestra
a continuacion

Creacion del modelo en espacio de estados para los vértices del sistema politopico del NXT
ballbot en lazo cerrado.

estados_cl = {'\theta' '\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' 'error'};

entrada_cl = {'r'};

salidas_cl = {'\theta' '"\psi' 'd\theta/dt' 'd\psi/dt' };

sysclltr = ss([A1l-Bl*K_lgrlmi(l:4) —Bl*K_lgrlmi(5); —Cy 01, ...
[zeros(size(Bl)); 1], [C zeros(size(B1l))],D, 'statename’', ...
estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);

syscl2tr = ss([A2-B1xK_1lgrlmi(l:4) —B1+K_lgrlmi(5); —Cy 01, ...
[zeros (size(B1l)); 1], [C zeros(size(Bl))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname',entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
syscl3tr = ss([A3—B3*K_lqgrlmi(l:4) —B3*K_lgrlmi(5); —Cy 0], ...
[zeros (size(B3)); 1], [C zeros(size(B3))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
syscldtr = ss([A4—B3xK_lgrlmi(l:4) —B3xK_lgrlmi(5); —Cy 01, ...

[zeros (size(B3)); 1], [C zeros(size(B3))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname',entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);

Los polos del sistema politopico con retroalimentacion de estados correspondientes a cada
vértice obtenidos son

Codigo fuente 4.16: Polos del modelo politopico 1 en lazo cerrado ante el controlador LQR
mediante LMIs.

>> polos_lazocerradol = pole(sysclltr)
polos_lazocerrado2 = pole(syscl2tr)
polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr)
polos_lazocerrado4 ( )

pole (syscldtr
polos_lazocerradol =
1.0e+02 «*

—4.4854

—0.0483

—0.0087 + 0.00681

—0.0087 — 0.00681

—0.0084
polos_lazocerrado2 =

1.0e+02 «

—4.7330
—0.0501
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—0.0072 + 0.01051
—-0.0072 — 0.01051
—0.0057

polos_lazocerrado3 =

—7.2270

—1.1641 + 3.85891
—1.1641 — 3.85891
—0.5579 + 0.35341
—0.5579 — 0.35341

polos_lazocerrado4d =

—7.4855

—1.1722 + 3.28771
—1.1722 — 3.28771
—0.7058 + 0.25161
—0.7058 — 0.25161

Codigo fuente 4.17: Polos del modelo politopico 2 en lazo cerrado ante el controlador LQR
mediante LMIs.

>> polos_lazocerradol = pole(sysclltr)
polos_lazocerrado2 = pole(syscl2tr)
polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr)

( )

polos_lazocerrado4 pole (syscldtr

polos_lazocerradol =
1.0e+02 =

—7.4940
—0.0462
—0.0043
—0.0105 + 0.01361
—0.0105 — 0.01361

polos_lazocerrado2 =
1.0e+02 =

—=7.7401
—0.0475
—0.0041
—0.0088 + 0.01461
—0.0088 — 0.01461

polos_lazocerrado3 =

—11.6212
—1.9973 + 2.81661
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—1.9973 — 2.81661
—1.6442
—0.4462

polos_lazocerrado4d =

—12.3198
—1.6268 + 2.43511
—1.6268 — 2.43511
—2.2818
—0.4217

Con lo que se observa como todos los polos de los cuatro vértices correspondientes a
cada modelo politopico se localizan en el semiplano izquierdo del plano complejo, haciendo al
sistema politopico NXT ballbot estable alrededor del origen del sistema.

4.5.2. Anailisis temporal

Con el fin de analizar el desempeno del controlador, se evaltia la respuesta en el tiempo
del sistema politopico NXT ballbot ante una entrada escaléon unitario, las Figuras 4.8 y 4.9
muestran las respuestas de los vértices del sistema politépico.

Step Response
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Figura 4.8: Respuesta de los vértices del modelo politopico 1 ante una entrada escalén unitario
en lazo cerrado.

Los valores de la respuesta temporal de los vértices del sistema se resumen en las Tablas
(4.5, 4.6 ). El codigo fuente completo del controlador LQR mediante LMIs se encuentra en el
Apéndice C.
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Figura 4.9: Respuesta de los vértices del modelo politdpico 2 ante una entrada escaldén unitario
en lazo cerrado.

4.6. Control mediante asignacién de polos y LMIs

El problema de asignacién de polos para el modelo politépico del sistema NXT ballbot
consiste en ubicar los polos del sistema dentro de una regién denominada Region LMI S(«, r, 6)
[16, 58, 72|, la cual para el caso del modelo politopico (2.3.23) del sistema NXT ballbot de-
pendera de las restricciones en tiempo de respuesta y esfuerzo de control especificadas en la
Tabla 4.7.

Los valores de estos parametros establecen practicamente que el conjunto de restricciones
(2.3.20),(2.3.21),(2.3.22) y (2.3.18), establezcan a los polos del sistema politopico en lazo ce-
rrado en el semiplano izquierdo del plano complejo, limitado entre 0 y -2000s~!, esto debido
a que con valores menores se encontraba que la solucién de las restricciones era infactible o
los esfuerzos de control eran muy cercanos a el valor limite del sistema, en particular con los
vértices 1 y 2 del modelo politépico 2. Dado que se incluy6é dentro del problema de control
el objetivo de seguimiento de una trayectoria, nuevamente se agreg6 el término de la integral
del error del estado de posicion, empleando asi la ecuacion de estados (4.5.3).

4.6.1. Ganancias del controlador

Una vez capturadas en Matlab® el conjunto de restricciones y resolviendo el problema
de factibilidad, se obtuvieron las siguientes ganancias
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Tabla 4.5: Valores de la respuesta temporal del modelo politépico 1 del sistema ante el con-

trolador LQR mediante LMIs.

Caracteristica Estado ¢ Estado ¢ | Estado 6 Estado 1
Tiempo de levantamiento t,. [s]

Vertice 1 34| 324x10™ 0 0
Vértice 2 3,31 2,49 x 10714 0| 1,44x10°%
Vértice 3 3,87 | 0,111 x 1074 010,333 x10°%
Vértice 4 3,93 | 0,0888 x 10~ 14 0 0
Tiempo pico t, [s]

Vértice 1 15 876 x 1073 219 | 248 x 103
Vértice 2 15 919 x 10~3 215 | 276 x 1073
Vértice 3 9,09 777 x 1073 1,44 395 x 1073
Vértice 4 15 848 x 1073 1,5 391 x 1073
Pico de amplitud M, |°|

Vértice 1 1 0,745 x 1073 | 313 x 1073 1,45 x 1073
Vértice 2 1| 0805x1072]339%x1073| 1,46 x 1073
Veértice 3 1,01 1,14 x 1073 | 302 x 1073 | 2,47 x 1073
Veértice 4 1 121 x 1073 | 343 x 1073 | 2,46 x 1073
Tiempo de establecimiento t; [s]

vértice 1 6,12 7,72 7,23 7,33
vertice 2 7.84 6,5 9,01 6,55
vertice 3 6,49 823 8,02 5,98
vértice 4 7,16 7,84 8,31 6,16

Codigo fuente 4.18: Ganancias del controlador mediante asignacion de polos y LMIs para el

modelo politopico 1.

>> K_poloslmi = Y/W
k_f K_poloslmi(1l:4)
k_1i —K_poloslmi (5)

K_poloslmi =
—0.0072 —1.6683
k_f =
—-0.0072 —1.6683
k_i =

—0.0025

—0.0202

—-0.0202

—0.2577

—-0.2577

0.0025
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Tabla 4.6: Valores de la respuesta temporal del modelo politépico 2 del sistema ante el con-

trolador LQR mediante LMIs.

Caracteristica Estado 6 Estado ¢ | Estado § | Estado w
Tiempo de levantamiento t,. |s]

Vértice 1 5,07 | 2,12 x 10713 0 0
Vértice 2 5,22 | 1,81 x 1071 0 0
Vértice 3 5,13 | 4,44 x 1071° 0 0
Vértice 4 5,25 | 3,55 x 1071° 0 0
Tiempo pico t, [s]

Vértice 1 15| 798 x 1073 1,85 | 259 x 1073
Veértice 2 15| 814 x 1073 1,84 | 271 x 1073
Vértice 3 15| 738 x1073 1,52 | 323 x 1073
Vértice 4 15| 767 x 1073 1,53 | 323 x 1073
Pico de amplitud M, |°]

Vértice 1 110,843 x 1073 | 305 x 1073 | 1,74 x 1073
Vértice 2 1] 0,88x1073|319x 1072 | 1,75 x 1073
Vértice 3 1,01 | 1,06 x 1073 | 300 x 103 | 2,46 x 1073
Vértice 4 1 1,1 x 1073 | 320 x 1073 | 2,45 x 1073
Tiempo de establecimiento ¢ |3

Vértice 1 10 9,09 10,8 5,4
Vértice 2 10,3 8,94 10,9 5,11
Vértice 3 9,87 8,65 10,8 4,86
Vértice 4 10,2 8,53 10,8 3,81

Tabla 4.7: Parametros para el controlador mediante asignaciéon de polos y LMIs.

Parametro Valor
o 0
0 85°
r 2000 s~!
7 7V

Codigo fuente 4.19: Ganancias del controlador mediante asignaciéon de polos y LMIs para el

modelo politépico 2.

>> K_poloslmi = Y/W
k_f K_poloslmi(1:4)
k_1i —K_poloslmi (5)

K_poloslmi =

—0.0056 —1.2246 —-0.0187 —-0.1874

0.0019
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—0.0056 —-1.2246 —-0.0187 —-0.1874

—0.0019

Comprobando que las ganancias del controlador cumplan con el objetivo de estabilizacion
del modelo politépico NXT ballbot, se crean nuevamente cuatro modelos en espacio de estados
correspondientes a cada vértice del sistema politopico en lazo cerrado como se muestra a
continuacion

Codigo fuente 4.20: Creacion del modelo en espacio de estados para los vértices del sistema
politopico del NXT ballbot en lazo cerrado.

estados_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'd\psi/dt [\circ/s]' 'error'};

entrada_cl = {'r'};

salidas_cl = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'"d\psi/dt [\circ/s]' };

sysclltr = ss([Al-BlxK _poloslmi(l:4) —BlxK_poloslmi(5); —Cy
0], [zeros(size(B1l)); 1], ...
[C zeros(size(B1l))]1,D, 'statename',estados_cl, ...
"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);
syscl2tr = ss([A2—B1xK_poloslmi(l:4) —BlxK_poloslmi (5); —Cy
0], [zeros(size(B1l)); 1],...
[C zeros(size(Bl))]1,D, 'statename',estados_cl, ...
'"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);
syscl3tr = ss([A3—B3xK_poloslmi(l:4) —B3*K_poloslmi(5); —Cy
0], [zeros (size(B3)); 1], ...
[C zeros(size(B3))]1,D, 'statename',estados_cl, ...
"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);
syscldtr = ss([A4—B3*K_poloslmi(l:4) —B3%xK_poloslmi(5); —Cy
0], [zeros (size(B3)); 1], ...
[C zeros(size(B3))],D, 'statename',estados_cl, ...
"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);

Con lo que se obtuvieron los siguientes polos en lazo cerrado del sistema politoépico

Codigo fuente 4.21: Polos del modelo politopico 1 en lazo cerrado ante el controlador por
ubicacion de polos en regiones LMI.

>> polos_lazocerradol pole(sysclltr

( )
polos_lazocerrado?2 = pole(syscl2tr)
polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr)
polos_lazocerrado4 = pole(sysclédtr)

polos_lazocerradol =

1.0e+02 =«
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—4.6730
—0.0582
—0.0019 + 0.00221
—0.0019 — 0.00221
—0.0181

polos_lazocerrado2 =
1.0e+02 =

—4.9207
—0.0583
—0.0024 + 0.00231
—0.0024 — 0.00231
—0.0131

polos_lazocerrado3 =

—6.0011

—2.3760 + 3.98631
—2.3760 3.98631
—0.1857 0.20691
—0.1857 — 0.20691

+

polos_lazocerrado4d =

—6.0375

—2.6058 + 3.28001
—2.6058 — 3.28001
—0.2230 + 0.21111
—-0.2230 — 0.21111

Codigo fuente 4.22: Polos del modelo politopico 2 en lazo cerrado ante el controlador por
ubicaciéon de polos en regiones LMI.

>> polos_lazocerradol = pole(sysclltr)
polos_lazocerrado?2 pole(syscl2tr)

( )

( )

polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr
polos_lazocerrado4

pole(syscldtr
polos_lazocerradol =
1.0e+02 «*

—7.6286

—0.0583

—0.0043 + 0.00431

—0.0043 — 0.00431

—0.0222

polos_lazocerrado2 =
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1.0e+02 =«

—7.8751
—0.0584
—0.0048 + 0.00441
—0.0048 — 0.00441
—0.0183

polos_lazocerrado3 =

—5.5389 3.51911
—5.5389 — 3.51911i
—6.1743

—0.4053 0.39371
—0.4053 — 0.39371

+

+

polos_lazocerrado4d =

—6.5948

—5.5738 + 2.24021
—5.5738 — 2.24021
—0.4454 0.39791
—0.4454 — 0.39791

+

Como se observa, todos los polos se encuentran en el semiplano izquierdo del plano
complejo, siendo el polo mas alejado con valor de -787.51 y el mas cercano con -0.19, definiendo
asi la region LMI que estabiliza al sistema politépico NXT ballbot.

4.6.2. AnaAlisis temporal

Analizando el desempeno del controlador, se evaliia la respuesta en el tiempo del sistema
politopico NXT ballbot ante una entrada escaléon unitario, las Figuras 4.10 y 4.11 muestran
las respuestas de los vértices del sistema politépico.

Los valores de la respuesta temporal de los vértices del sistema se resumen en las Tablas
(4.8,4.9 ). El codigo fuente completo del controlador por ubicacion de polos en regiones LMI
se encuentra en el Apéndice C.
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Figura 4.10: Respuesta de los vértices del modelo politopico 1 ante una entrada escalon unitario

en lazo cerrado.
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Figura 4.11: Respuesta de los vértices del modelo politopico 2 ante una entrada escalén unitario

en lazo cerrado.



Control mediante asignacion de polos y LMIs

91

Tabla 4.8: Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 1 del sistema ante el con-
trolador por ubicacion de polos en regiones LMI.

Caracteristica Estado ¢ Estado ¢ | Estado 0 Estado 1/)
Tiempo de levantamiento t, |s]

Vertice 1 691 | 133x10°12 0 0
Vértice 2 6,7 | 0,983 x 10712 0 0
Vértice 3 729 | 0,0,14 x 10712 0 0
Vértice 4 7,17 | 0,0115 x 10712 0 0
Tiempo pico t, [

Vértice 1 14,9 1,22 462 | 269 x 1072
Veértice 2 14,5 1,31 433 | 284 x1073
Vértice 3 15,6 875 x 1073 4,44 | 399 x 1073
Vertice 4 15,3 961 x 1073 404 | 412%107°
Pico de amplitud M, [°]

Veértice 1 1,06 | 0,168 x 1073 | 138 x 103 | 0,263 x 103
Vertice 2 1,04 | 0,185 x 1073 | 147 x 10~ | 0,266 x 10~°
Vertice 3 1,06 | 0,218 x 1073 | 131 x 10~ | 0,438 x 10~°
Veértice 4 1,04 | 0237 %1073 | 138 x 1073 | 0,439 x 103
Tiempo de establecimiento t; |s]

Veértice 1 91,2 245 95,1 16,1
Vertice 2 18,5 16,4 21,9 15,1
Vértice 3 622 17,9 26,1 6,87
Vertice 4 19,7 10,8 93,2 6,42
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Tabla 4.9: Valores de la respuesta temporal del modelo politopico 2 del sistema ante el con-
trolador por ubicacion de polos en regiones LMI.

Caracteristica Estado 0 Estado ¢ | Estado 0 Estado 1/1
Tiempo de levantamiento ¢, [s]

Vértice 1 3,68 | 4,58 x 10713 0 0
Vértice 2 3,62 | 4,02 x 10713 0 0
Vértice 3 3,86 | 6,33 x 10~ 0] 1,11 x 107"
Vértice 4 3,82 | 7,21 x 10714 0]1,22x10°%
Tiempo pico t, [s]

Vértice 1 8,05 837 x 1073 2,01 221 x 1073
Vértice 2 7,93 | 867 x 1073 2,46 | 221 x 1073
Vértice 3 84| 716 x 1073 2,37 283 x107?
Vértice 4 837 | 740 x 1073 2,3 293 x 1073
Pico de amplitud M, [°]

Vertice 1 1,04 | 567 %1073 | 265 x 1073 | 1,19 x 103
Vértice 2 1,03 | 589 x 1073|273 x 1073 | 1,19 x 1073
Vértice 3 1,04 | 656 x 1073 | 256 x 1073 | 1,65 x 1073
Veértice 4 1,03 | 679 %1073 | 263 x 1073 | 1,64 x 1073
Tiempo de establecimiento t; [s]

Vértice 1 10,5 9,23 12,4 9,04
Vértice 2 9,62 8,91 114 8,76
Vértice 3 10,9 9,44 12,9 8,26
Vértice 4 10,1 9,18 12 8,09




Capitulo 5

Resultados en simulacion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos a partir de simulaciones numéricas
del sistema en lazo cerrado, empleando los distintos controladores disenados en el capitulo an-
terior. Para esto, se ejecuté el modelo del controlador implementado en Simulink® en el modo
Normal, como se describe en el Apéndice E. Las pruebas de cada controlador se realizaron para
los modelos 1 y 2, tanto en su modelo nominal como en su representacion politopica. Dado
que los sensores giroscopicos tienen una desviacion media de 2°, se establecié una condicién
inicial en el estado de posicion angular ¢ = 2° y un tiempo de simulaciéon de 30 segundos, asi
como un tiempo de muestreo de 1ms.

Las primeras simulaciones que se realizaron fueron aplicadas al modelo del sistema con
los parametros del motor reportados por Yamamoto [78], denominado modelo 1 y posterior-
mente, se realizaron las simulaciones correspondientes al modelo con los parametros obtenidos
mediante pruebas experimentales, al que se denominé modelo 2.

5.1. Controlador LQR

El primer controlador a simular fue el reportado por Yamamoto |78], el cual ya ha mostra-
do buenos resultados tanto en simulaciéon como experimentalmente, y serviré de referencia para
comparar el desempeno de los demés controladores. Las respuestas del sistema en lazo cer-
rado serviran para analizar el desempeno del controlador LQR en términos de robustez ante
incertidumbre en los parametros, asi como la demanda en el esfuerzo de control.

5.1.1. Respuesta del modelo 1

Para analizar la respuesta del controlador en el modelo 1, se realizaron 5 simulaciones.
Primeramente se realiz6 la simulacion del controlador aplicado al modelo nominal, el cual
contiene los valores reportados por Yamamoto [78]. Para esto se emplearon las matrices de
estado A y B dadas en la ecuacion (3.5.2). Posteriormente, se realizarén 4 simulaciones en
el supuesto caso de que el modelo del sistema se encontrara en cada uno de los vértices de
su representacion politopica. Para esto se emplearon las matrices de estado A; y B; para



94 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

i =1,2,3,4 dadas en la ecuacion (3.6.4) dependiendo del vértice del modelo politopico.

Por ultimo, se realizé6 una grafica comparativa en la respuesta de los estados x; = 0 y
ro = 1 ante estos 5 casos, como se muestra en la Figura 5.9. Se han tomado estos dos es-
tados debido a que son los de principal interés, ya que nos proporcionan la informacion del
desplazamiento y posicion angular del sistema NXT ballbot.

40 T
nominal
300~ 2 vértice 1 7
f vértice 2
= 200~ AT vértice 3 B
[ co vértice 4
© 100+ / CN
—
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Figura 5.1: Comparativa de la respuesta del sistema en lazo cerrado ante el controlador LQR,
aplicado al modelo 1 y su representacion politopica.

Como resultado se observa que el controlador LQR cumple con su objetivo de estabilizar
al sistema NXT ballbot solo en el modelo nominal y los vértices 1 y 2 del modelo politopico.
En cuanto a la respuesta de los estados, el estado 6 presenta ligeras oscilaciones en el modelo
nominal, no asi en en los vértices 1 y 2 donde se puede apreciar mas a detalle este compor-
tamiento sub amortiguado, por otra parte, en el estado 1 se observa que la respuesta para
los casos en los que el sistema es estable, se encuentra acotada en una regiéon de £1° por lo
que se puede concluir que aunque la respuesta es satisfactoria en estos casos, el controlador
no cumple con el objetivo de robustez ante incertidumbre en los parametros.

Por 1ltimo, una vez evaluada la robustez del controlador, evaluamos el esfuerzo de control
requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot. Para esto, se resumen en la Figura 5.10,
los ciclos de trabajo del PWM requerido en cada caso. En esta grafica se observa cémo el
esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot en los vértices 1y 2 es
mayor que el requerido en el sistema nominal, mientras que en los vértices 3 y 4 alcanza un
valor maximo el cual no es suficiente para lograr el objetivo de estabilizacion.
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Figura 5.2: Comparativa de las sefiales que muestran el ciclo de trabajo del PWM que demanda
el sistema en lazo cerrado ante el controlador LQR en el modelo 1 y sus respectivos vértices
del modelo politopico; (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.

5.1.2. Respuesta del modelo 2

En el caso del modelo 2, el cual contiene los pardmetros fisicos del motor NXT obtenidos
experimentalmente. Se realizaron las mismas 5 simulaciones tanto en el modelo nominal, co-
mo en sus respectivos vértices del modelo politopico. En este caso las matrices A y B de la
ecuacion (3.5.2) difieren por los valores de los parametros del motor NXT, asi como las matri-
ces de estado A; y B; para i = 1,2, 3,4 descritas en (3.6.4), y las ganancias del controlador,
como se mostro en el capitulo anterior. Analogamente, se realiz6 una grafica comparativa para
analizar la robustez del controlador, como se muestra en la Figura 5.3.

Como resultado de la simulacion, se obtiene esta vez que el controlador cumple con su
objetivo de estabilizar al sistema NXT ballbot en el modelo nominal y en los vértices 3 y 4, no
asi en los vértices 1 y 2 como lo hacia el controlador LQR para el modelo 1. En cuanto a los
estados 1 = 0 y x9 = 1), en los casos en que el controlador logra estabilizar al sistema, estas
respuestas son muy semejantes, sin presentar grandes oscilaciones y en el caso de 1 acotada
en una region menor a £0,5°. Sin embargo, a pesar de una respuesta aceptable del sistema en
estos 3 casos, la robustez del controlador ante incertidumbre en los pardmetros no se satisface.

Por ultimo, analizamos el esfuerzo de control requerido por el controlador en los casos
en que logra estabilizar al sistema NXT ballbot. En la Figura 5.4 , se muestran los diferentes
ciclos de trabajo requeridos por parte del sistema ante el controlador LQR para el modelo 2
y sus respectivos vértices del modelo politopico. Como conclusion, se observa que los vértices
3 v 4 mantienen una demanda semejante en el esfuerzo de control que el modelo nominal,
mientras que en los vértices 1 y 2 se observa céomo va incrementando la demanda de control
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Figura 5.3: Comparativa de la respuesta del sistema en lazo cerrado ante el controlador LQR,

aplicado al modelo 2 y su representacion politopica.

requerida hasta llegar al punto en que esta no puede ser suministrada.
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Figura 5.4: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR en el modelo 2 y los vértices de su representacion politopica, (a)
nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.
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5.2. Controlador por asignaciéon de polos

Para la simulacion del controlador por asignaciéon de polos, se emplearon los polos estable-
cidos por Pablo Tomaés [32]. Cabe recordar que en este caso, el autor no incluye el estado de
error de posicion &, por lo que en el modelo de Simulink® la ganancia k; se establece en 0. Las
respuestas del sistema en lazo cerrado serviran para analizar el desempeno del controlador por
asignacion de polos en términos de robustez ante incertidumbre en los pardmetros, asi como
la demanda en el esfuerzo de control.

5.2.1. Respuesta del modelo 1

Para la simulacion en el modelo 1, los resultados de los estados 6 y ¢ del sistema NXT
ballbot se resumen en la Figura 5.5. Como resultado se observa que el controlador por asig-
nacion de polos cumple con el objetivo de estabilizar al sistema NXT ballbot tinicamente en
el modelo nominal y los vértices 1 y 2. En comparacion con la respuesta del controlador LQR,
esta vez no se presentan oscilaciones. Sin embargo, se puede apreciar como el estado 6 en
los vértices 1 y 2 no alcanza el valor de referencia 0, esto en parte a la falta de la inclusiéon
del estado £ para minimizar el error de posicién en estado estable. En cuanto al estado ¢ en
comparacion con el controlador LQR, se observa una mejor respuesta, esta vez acotada en una
region menor a +0,5°. Sin embargo, el controlador por asignaciéon de polos tampoco cumple
con la caracteristica de ser robusto ante incertidumbre en los parametros.
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Figura 5.5: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por asignaciéon de polos
en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del modelo politopico.

Por dltimo, se analizan los esfuerzos de control requeridos por el controlador mediante
asignacion de polos. En la Figura 5.6, se resumen los diferentes ciclos de trabajo para el PWM
requeridos. Como conclusion, se observa que el esfuerzo de control requerido en los vértices 1
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y 2 es muy semejante al requerido en el modelo nominal. En comparacion con el controlador
LQR, el controlador mediante asignaciéon de polos para el modelo 1 tiene una demanda menor
en el esfuerzo de control.
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Figura 5.6: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 2 y los vértices de su representacion
politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.

5.2.2. Respuesta del modelo 2

La respuesta en lazo cerrado de los estados 6 y 1 para el modelo 2 se resumen en la
Figura 5.5. Como resultado se observa que el controlador por asignaciéon de polos cumple con
el objetivo de estabilizar por completo al sistema NX'T ballbot. Sin embargo, se puede apre-
ciar como el estado 6 en los vértices 1 y 2 presenta grandes oscilaciones alrededor del valor
de referencia 0, mientras la respuesta del modelo nominal y los vértices 3 y 4 no alcanza por
completo el valor de referencia 0, de igual manera por la falta de inclusion del estado . Por
otra parte, en comparacion con el controlador LQR, los vértices 3 y 4 presentan de igual forma
una respuesta muy semejante al modelo nominal. En cuanto al estado ¥ en comparacion con el
controlador LQR en el caso del modelo nominal y los vértices 3 y 4, la respuesta es semejante,
nuevamente acotada en una regiéon menor a +0,5°. Por otra parte, la respuesta en los vértices
1y 2 presenta oscilaciones alrededordel valor de referencia 0, ademés de estar acotada en una
region de +5°. Por lo que se puede concluir que el controlador por asignacion de polos para el
modelo 2 cumple con la caracteristica de ser robusto ante incertidumbre en los parametros.

Una vez que el objetivo en la robustez del controlador se ha logrado, se procede a analizar
los esfuerzos de control requeridos para la estabilizacion del sistema NXT ballbot. En la Figura
5.8, se resumen los diferentes ciclos de trabajo para el PWM requeridos. Como conclusion, se
observa que el esfuerzo de control requerido en los vértices 3 y 4 es muy semejante al requerido
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Figura 5.7: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por asignacion de polos
en el modelo nominal 2 y sus respectivos vértices del modelo politopico.

en el modelo nominal, mientras que el esfuerzo requerido en los vértices 1 y 2 es mucho mayor
al nominal, al grado de estar cambiando entre los valores maximo y minimo durante toda
la simulacion. En comparaciéon con el controlador LQR y para los casos en los cuales este
controlador era capaz de estabilizar al sistema, el controlador mediante asignacion de polos
para el modelo 2 tiene una demanda mayor en el esfuerzo de control.

5.3. Controlador LQR mediante LMIs

La simulacion del controlador LQR mediante LMIs tiene como objetivo comprobar que
mediante esta técnica se puede mejorar el desempeno del controlador LQR en términos de
robustez ante incertidumbre en los pardmetros, asi como acotar el esfuerzo de control requerido
para estabilizar al sistema en lazo cerrado. Durante la simulacion se emplearon los mismos
valores que en el controlador LQR, tanto para las matrices de estado (3.5.2), (3.6.4), como las
matrices de ponderacion (4.3.2). Las cuales en este caso deben satisfacer las formulaciones de
optimizacion (2.3.29) para la robustez del controlador y (2.3.18) para limitar el esfuerzo de
control.

5.3.1. Respuesta del modelo 1

La respuesta en lazo cerrado de los estados 6 y ¢ para el modelo 1 se resumen en la Figura
5.9. Como resultado se observa que el controlador LQR mediante LMIs cumple con el objetivo
de estabilizar por completo al sistema NXT ballbot. Aunque la respuesta del estado 6 en el
modelo nominal presenta ligeras oscilaciones, no ocurre lo mismo para los vértices 1, 2 , 3 y 4,
siendo estos dos ultimos los que presentan una amplitud menor en las oscilaciones alrededor
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Figura 5.8: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por asignaciéon de polos en el modelo 2 y los vértices de su representacion
politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.

del valor de referencia 0. Por otra parte, en comparaciéon con el controlador LQR, la respuesta
del controlador LQR mediante LMIs presenta un valor de sobre impulso de casi el doble. En
cuanto al estado ¥ en comparacion con el controlador LQR, esta vez se encuentra acotada en
una region de +5°, debido a la respuesta sub amortiguada del sistema en su representacion
politopica. Con esto se concluye que el controlador LQR mediante LMIs para el modelo 1
cumple con la caracteristica de ser robusto ante incertidumbre en los pardmetros.

Por tultimo, en la Figura 5.10 se muestran los diferentes ciclos de trabajo requeridos por
el controlador para estabilizar al sistema NXT ballbot. Como conclusion, se observa que los
vértices 1 y 2 demandan un esfuerzo de control mayor que en el modelo nominal y los vértices
3 y 4. Por otra parte, comparandolo con el esfuerzo requerido por el controlador LQR, se
observa una ligera disminuciéon en la demanda del esfuerzo de control.
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Figura 5.9: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador LQR mediante LMIs
en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del modelo politopico.
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Figura 5.10: Comparativa de las seniales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 2 y los vértices de su representacion
politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.
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5.3.2. Respuesta del modelo 2

La respuesta en lazo cerrado de los estados 6 y v para el modelo 2 se resumen en la Figura
5.11. Como resultado se observa que nuevamente el controlador LQR mediante LMIs cumple
con el objetivo de estabilizar por completo al sistema NX'T ballbot. Esta vez, la respuesta del
estado € tanto en el modelo nominal como en los vértices 3 y 4 presentan ligeras oscilaciones,
mientras que en los vértices 1 y 2 las oscilaciones son de mayor amplitud que en el modelo 1.
Por otra parte, el sobre impulso en comparacion con el controlador LQR es ligeramente mayor.
En cuanto a la respuesta del estado ¢ en comparaciéon con el controlador LQR, nuevamente se
encuentra acotada en una regién de +5°, debido a la respuesta sub amortiguada del sistema.
Con esto se concluye que el controlador LQR mediante LMIs para el modelo 2 cumple con la
caracteristica de ser robusto ante incertidumbre en los parametros.
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Figura 5.11: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador LQR mediante LMIs
en el modelo nominal 2 y sus respectivos vértices del modelo politopico.

En la Figura 5.12 se muestran los diferentes ciclos de trabajo requeridos por el controlador
para estabilizar al sistema NXT ballbot. En base a estas graficas, se observa que aunque
los vértices 1 y 2 demandan un esfuerzo de control mayor que en el modelo nominal y los
vértices 3 y 4, la demanda es mucho menor que el requerido en el modelo 1. Por otra parte,
comparandolo con el esfuerzo requerido por el controlador LQR, la demanda en el esfuerzo de
control es ligeramente menor.

5.4. Controlador por ubicaciéon de polos en regiones LMI

La simulacion del controlador mediante ubicacion de polos en regiones LMI tiene como
objetivo comprobar que mediante esta técnica se pueden establecer previamente criterios en el
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Figura 5.12: Comparativa de las seniales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 2 y los vértices de su representacion
politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.

desempeno del controlador como lo son: la respuesta en el tiempo, restricciones en la entrada
de control y la robustez ante incertidumbre en los parametros. En este caso, nuevamente se
incluyo el estado £ con el fin de eliminar el error en estado estable para el estado x; = 6.

5.4.1. Respuesta del modelo 1

La respuesta en lazo cerrado de los estados 6 y ¢ para el modelo 1 se resumen en la
Figura 5.13. Como resultado se observa que el controlador mediante ubicacién de polos en
regiones LMI cumple con el objetivo de estabilizar por completo al sistema NXT ballbot. La
respuesta del estado 6 en los vértices 1 y 2 presentan oscilaciones de gran tamano en relacion
a los controladores antes presentados. Por otra parte, el sobre impulso en comparacién con
el controlador mediante asignacién de polos es aproximadamente el triple. En cuanto a la
respuesta del estado 1, esta se encuentra acotada en una region menor a +1,5°. Con esto se
concluye que el controlador mediante ubicacién de polos en regiones LMI para el modelo 1
cumple con la caracteristica de ser robusto ante incertidumbre en los pardmetros.

En la Figura 5.14 se muestran los diferentes ciclos de trabajo requeridos por el controlador
para estabilizar al sistema NXT ballbot. Comparando los casos en los que el controlador
por asignaciéon de polos lograba estabilizar al sistema, la demanda en el esfuerzo de control
requerido era menor que el que se requiere con el controlador mediante ubicaciéon de polos en
regiones LMI.
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Figura 5.13: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por ubicaciéon de polos
en regiones LMI en el modelo nominal 1 y sus respectivos vértices del modelo politépico.
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Figura 5.14: Comparativa de las sefiales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI en el modelo 2 y los vértices de su
representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4

5.4.2. Respuesta del modelo 2

En la Figura 5.15 se resumen las respuestas en lazo cerrado de los estados 6 y v para
el modelo 2. Como resultado se observa que el controlador mediante ubicacion de polos en
regiones LMI cumple con el objetivo de estabilizar por completo al sistema NXT ballbot.
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Haciendo una comparaciéon con el controlador por asignacion de polos para el modelo 2 el
cual también logré estabilizar por completo al sistema NXT ballbot. La respuesta del estado
0 en los vértices 1 y 2 presentan oscilaciones del mismo tamano, sin embargo la frecuencia con
la que aparecen es menor. En cuanto a la respuesta del estado v, esta se encuentra acotada
en una regién menor a +5,5° para los vértices 1 y 2, mientras que para los deméas casos la
respuesta es satisfactoria. Con esto se concluye que nuevamente el controlador mediante ubi-
cacion de polos en regiones LMI ahora para el modelo 2 cumple con la caracteristica de ser
robusto ante incertidumbre en los parametros.
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Figura 5.15: Comparativa de los estados del sistema ante el controlador por ubicaciéon de polos
en regiones LMI en el modelo nominal y sus respectivos vértices del modelo politépico.

En la Figura 5.16 se muestran los diferentes ciclos de trabajo requeridos por el controlador
para estabilizar al sistema NXT ballbot. Comparando los casos en los que el controlador por
asignacion de polos para el modelo 2 lograba estabilizar completamente al sistema, la demanda
en el esfuerzo de control requerido era mayor que el que se requiere con el controlador mediante
ubicaciéon de polos en regiones LMI.
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Figura 5.16: Comparativa de las seniales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI en el modelo 2 y los vértices de su
representacion politopica, (a) nominal, (b) vértice 1, (c) vértice 2, (d) vértice 3, (e) vértice 4.



Capitulo 6

Resultados experimentales

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos experimentalmente al ejecutar el
modelo en simulink® del controlador para el sistema NXT ballbot en el modo Ezternal Mode,
como se muestra en el Apéndice E. Las pruebas de cada controlador se realizaron tinicamente
para los modelos 1 y 2 en su modelo nominal, puesto que no podemos variar fisicamente
el valor de los parametros con incertidumbre elegidos. El tiempo de ejecucion se establecio
en 30 segundos y un tiempo de muestreo fundamental de 1ms con el fin de poder realizar
una comparativa con las simulaciones realizadas anteriormente, asi como se registraron los
resultados tanto para el eje x correspondiente al plano z — y y para el eje z correspondiente
al plano = — .

6.1. Controlador LQR

El primer controlador a implementar fisicamente fue el LQR. Por lo que a continuacion
se muestran los resultados obtenidos.

6.1.1. Respuesta del modelo 1

Como se muestra en la Figura 6.1, la respuesta en lazo cerrado del sistema es semejante en
ambos planos. El sobreimpulso del estado # alcanza los 100°, mientras el estado ¢ se encuentra
acotado en una region menor a £5°. En este estado se puede apreciar ligeramente como los
valores no varian entre £5° si no que varian en un rango de +2° pero se van desplazando
del origen debido a la suma de la integracion del error en la lectura del sensor giroscopico.
En comparacion con la respuesta en simulacion, la trayectoria seguida por ambos estados 6 y
1 es muy similar, sin embargo, en esta ocasion se presentan pequenas oscilaciones alrededor
de la trayectoria generada. Asi también, la frecuencia con la que se presentan estas oscila-
ciones es muy grande. Como conclusion, el controlador LQR. con los parametros reportados
por Yamamoto [78] en el modelo dindmico de la planta cumple con el objetivo de estabilizacion.

En cuanto al esfuerzo de control demandado por el sistema, en la Figura 6.2 se muestran
los ciclos de trabajo del PWM requeridos en ambos planos. Se puede observar como el ciclo
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Figura 6.1: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes  y z ante el controlador
LQR en el modelo 1.

de trabajo del PWM en el plano z — y (Figura 6.2(a)) demanda un mayor esfuerzo de control
que en el plano x — y (Figura 6.2(b)). Esta respuesta no se parece mucho al obtenido en la
simulacion para el modelo nominal, sin embargo, es muy parecida a la obtenida en los vértices
1y 2 de dicha simulacion.
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Figura 6.2: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR en el modelo 1; (a) eje z, (b) eje z.
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6.1.2. Respuesta del modelo 2

En la Figura 6.3 se muestra la respuesta en lazo cerrado obtenida en los estados 6 y ¢
para ambos planos. El sobre impulso del estado 6 en el eje z supera los 100° mientras en el
eje x el sobre impulso se encuentra por debajo de este valor, atin asi, la respuesta en ambos
plano es muy semejante. El estado 1 se encuentra acotado en una region menor a +4°. Esta
vez la desviacion del origen es muy pequena. En comparacion con la respuesta en simulacion,
la trayectoria seguida por ambos estados 6 y v presenta un comportamiento sub amortigua-
do ademéas de que siguen apareciendo las pequenas oscilaciones alrededor de la trayectoria
generada. Asi también, la frecuencia con la que se presentan estas oscilaciones sigue siendo
muy grande. Como conclusion, el controlador LQR con los pardmetros obtenidos experimen-
talmente en el modelo dinamico de la planta cumple con el objetivo de estabilizacion.
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Figura 6.3: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes  y z ante el controlador
LQR en el modelo 2.

Con respecto al esfuerzo de control requerido por el sistema, en la Figura 6.4 se muestran
los ciclos de trabajo del PWM demandados por el sistema NXT ballbot en ambos planos.
Esta vez, la demanda del esfuerzo de control en ambos planos es muy semejante, sin llegar a
parecerse a alguna respuesta obtenida en la simulacion.

6.2. Controlador por asignacion de polos

Los resultados de la respuesta en lazo cerrado del sistema NX'T ballbot ante el controlador
por asignacion de polos se presentan a continuacion.
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Figura 6.4: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR en el modelo 2; (a) eje z, (b) eje z.

6.2.1. Respuesta del modelo 1

En la Figura 6.5 se muestra la respuesta en los estados 6 y 1 para ambos planos. El sobre
impulso del estado 6 en los ejes x y z se encuentran por encima de los 300°. La respuesta en
ambos planos es semejante aunque en sentidos contrarios. El estado 1 se encuentra acotado
en una regiéon menor a £4°. La desviacion al origen es muy pequena, sin embargo, la amplitud
de las oscilaciones es mayor que la que se obtuvo con el controlador LQR. En comparacion
con la respuesta en simulacion, la trayectoria seguida por el estado € es muy parecida, in-
clusive para el tiempo de simulacién no logra alcanzar el valor de referencia # = 0. Por otra
parte, 1) presenta un comportamiento con demasiadas oscilaciones que las que se mostra-
ban en la simulacién. Ademas, las pequenas oscilaciones alrededor de la trayectoria generada
siguen apareciendo, esta vez con una frecuencia menor a las presentadas por el controlador
LQR. Como conclusion, el controlador por asignacion de polos con los pardmetros obtenidos
experimentalmente en el modelo dindmico de la planta cumple con el objetivo de estabilizacion.

Con respecto al esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot,
se registraron los ciclos de trabajo requeridos en el PWM para ambos planos. La Figura 6.6
muestra estos datos, de los cuales se puede observar como el esfuerzo de control requerido en
el eje z es menor al que se requiere en el eje x, pero en general, ambos esfuerzos son menores
al que requiere el controlador LQR. Comparando dichos esfuerzos de control con los obtenidos
durante la simulacién, ninguno de los 3 casos en los que se lograba la estabilizacion del sistema
se parece a los mostrados en la Figura 6.6.
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Figura 6.6: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 1; (a) eje z, (b) eje z.

6.2.2. Respuesta del modelo 2

En la Figura 6.7 se muestra la respuesta del sistema NX'T' ballbot ante el controlador por
asignacion de polos en el modelo 2. Como se puede apreciar, el controlador no es capaz de
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estabilizar al sistema en lazo cerrado. Esta respuesta es completamente diferente a la mostrada
en la simulacién donde el controlador logro estabilizar completamente al sistema.
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Figura 6.7: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador por
asignacion de polos en el modelo 2.

Analizando la respuesta respecto a la demanda en el esfuerzo de control requerida por
el sistema, en la Figura 6.8 se observa como en ambos planos la demanda en el esfuerzo de
control llega a un valor méaximo el cual no es suficiente para estabilizar al sistema.

6.3. Controlador LQR mediante LMIs

Con el fin de comprobar si la inclusiéon de las LMIs mejora el desempenio en la respuesta
del sistema NXT ballbot, a continuacion se presentan los resultados adquiridos experimental-
mente.

6.3.1. Respuesta del modelo 1

Como se muestra en la Figura 6.9, la respuesta en lazo cerrado del sistema es semejante
en ambos planos. El sobreimpulso del estado 6 en el eje z alcanza los 200°, mientras en el eje 2z
alcanza los 600°. En cuanto al estado 1, este se encuentra acotado en una regiéon entre £6°. En
este estado se puede apreciar como el desplazamiento a partir del origen es més notorio debido
a la desviacion que se produce en el sensor giroscopico. En comparacién con la respuesta en
simulacion, la trayectoria seguida por ambos estados 6 y 1) es muy similar a la presentada en
los vértices 1 y 2, presentando un comportamiento subamortiguado. Asi también, se observa
como desaparecen las pequenas oscilaciones alrededor de la trayectoria generada, pero en su



Controlador LQR mediante LMIs

113

100,
50— =

S
s 0 u
=
o

_507 —

-10 | | L L
5 10 15 20 25 30
(@)
101
50 —

&
s 0 u
=
o

_507 —

—10! | | L L
5 10 15 20 25 30
0]
tiempo [s]

Figura 6.8: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por asignacion de polos en el modelo 2; (a) eje z, (b) eje z.

lugar la amplitud de las oscilaciones es mas grande. Como conclusion, el controlador LQR
mediante LMIs con los parametros reportados por Yamamoto [78] en el modelo dinamico de

la planta cumple con el objetivo de estabilizacion.
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En cuanto al esfuerzo de control demandado por el sistema, en la Figura 6.10 se muestran
los ciclos de trabajo del PWM requeridos en ambos planos. Se puede observar como el ciclo
de trabajo del PWM en ambos planos es muy semejante, asi como la demanda del esfuerzo de
control es mucho menor a la requerida por el controlador LQR normal. En comparaciéon con
los resultados obtenidos en la simulacion, estos no se asemejan al obtenido experimentalmente,
salvo que ambos presentan oscilaciones.
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Figura 6.10: Comparativa de las seniales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador LQR mediante LMIs en el modelo 1; (a) eje z, (b) eje 2.

6.3.2. Respuesta del modelo 2

En la Figura 6.11, la respuesta en lazo cerrado del sistema es semejante en ambos planos.
El sobreimpulso del estado 8 en el eje x alcanza los 55°, mientras en el eje z alcanza los 70°.
En cuanto al estado 1, este se encuentra acotado en una region entre £3°. En este estado se
puede apreciar como el desplazamiento a partir del origen es menos notorio, estableciéndose
alrededor de 1,5°. En comparacion con la respuesta en simulacion, la trayectoria seguida por
ambos estados 0 y 1 es muy similar a la presentada en los vértices 3 y 4, presentando un com-
portamiento ligeramente subamortiguado. Asi también, se observa como vuelven a aparecer las
pequenas oscilaciones alrededor de la trayectoria generada. Como conclusion, el controlador
LQR mediante LMIs con los pardmetros obtenidos experimentalmente en el modelo dindmico
de la planta cumple con el objetivo de estabilizacién.

En cuanto al esfuerzo de control demandado por el sistema, en la Figura 6.12 se muestran
los ciclos de trabajo del PWM requeridos en ambos planos. Se puede observar como el ciclo de
trabajo del PWM en ambos planos es muy semejante, sin embargo, el esfuerzo de control es
mucho mayor al requerido en el modelo 1, pero muy similar al controlador LQR normal. En



Controlador LQR mediante LMIs 115

— ejex
A -
by WWWIN W M AR
T i
/W\"J\”‘\ﬁj\:\u W

| ]
R m——————e R
> g R

Figura 6.11: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
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6.4. Controlador por ubicacién de polos en regiones LMI

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al llevar a cabo la implementacion
del controlador por ubicacién de polos en regiones LMI. Este controlador no estaba contem-
plado inicialmente, sin embargo, se llevd a cabo para tener una version del controlador por
asignacion de polos presentado anteriormente mediante la técnica de las LMI. Por otra parte,
las formulaciones para llevar a cabo dicho controlador incluyen ciertos requisitos en el diseno
que no se pueden establecer en el controlador LQR mediante LMIs, dado que no existe una
metodologia exacta para determinar los valores de las matrices de ponderacién.

6.4.1. Respuesta del modelo 1

Como se muestra en la Figura 6.13, la respuesta en lazo cerrado del estado 6 en ambos
planos presentan un comportamiento oscilatorio alrededor del valor de referencia 0, se observa
también que la amplitud de las oscilaciones en el eje x es muy grande, alcanzando un sobre
impulso por arriba de los 400° que representa casi el doble del valor las oscilaciones en el eje z
en el cual el sobre impulso supera los 200°. En cuanto al estado ¢, el comportamiento es muy
semejante en ambos planos. Las oscilaciones presentadas son muy pequenas y se encuentran
acotadas en una regiéon de £5° sin embargo, se presentan muchas desviaciones en el valor
del cero nominal. En general, se observa como el resultado obtenido en ambos estados tiene
un comportamiento més suave que los controladores presentados anteriormente, los cuales
presentaban pequenas oscilaciones al rededor de la trayectoria generada. Comparando la re-
spuesta con la que se obtuvo en la simulacion, la respuesta se asemeja a la presentada en los
vértices 1 y 2. Como conclusion, el controlador por ubicacién de polos en regiones LMI con
los parametros reportados por Yamamoto [78] en el modelo dinamico de la planta cumple con
el objetivo de estabilizacion.

Analizando el esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot, en la
Figura 6.14 se observa como en ambos planos la demanda en el esfuerzo de control es minima
en comparacion con la requerida por los controladores presentados anteriormente. Respecto a
los valores presentados en la simulacion, ninguno coincide con el comprotamiento presentado
experimentalmente.

6.4.2. Respuesta del modelo 2

Para el caso del modelo 2, se oberva en la Figura 6.15 como la respuesta en lazo cerrado
del sistema es muy semejante a la obtenida en el modelo 1. Sin embargo, el estado ¢ presenta
un desplazamiento inicial lejos del punto de equilibrio asi como un sobre impulso que alcanza
los 400°. Conforme transcurre el tiempo se observa como la respuesta del estado se va acer-
cando al punto de equilibrio 0. En cuanto al estado 1, el comportamiento en ambos planos
presenta una desviacion de 3° en el valor del cero nominal, hecho por el cual la respuesta se
encuentra acotada en una regién entre —1° y +7° . Nuevamente el comportamiento obtenido
presenta una trayectoria mas suave que los controladores presentados anteriormente. Como
conclusion, el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI con los parametros obtenidos
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Figura 6.13: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes x y z ante el controlador
por ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo 1.

experimentalmente en el modelo dindmico de la planta cumple con el objetivo de estabilizacion.

Por ultimo, se analiza el esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema. En la
Figura 6.16 se muestran los ciclos de trabajo requeridos por el sistema en ambos planos. Ob-
servando ambos esfuerzos de control requeridos, se concluye que el controlador en ambos panos
demanda un esfuerzo de control muy semejante, incluso el valor de estos esfuerzos es mucho
menor que todos los controladores presentados hasta ahora, inclusive este mismo controlador
aplicado en el modelo 1. Como conclusion, para el bajo esfuerzo de control demandado por el
sistema NX'T ballbot, la respuesta obtenida es muy satisfactoria.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se resumen las observaciones realizadas a través del desarrollo de esta
tesis. Asi como también, se proponen nuevos retos y mejoras para darle seguimiento al tema
desarrollado.

7.1. Conclusiones

Se comprob6 la importancia de modelar matematicamente el comportamiento de un sis-
tema dindmico, con el fin de poder modificar su comportamiento para obtener una respuesta
deseada a través de algoritmos de control. Considerando que un sistema fisico no se puede
modelar de forma exacta (cualquier modelo es so6lo una aproximacion del sistema real), siempre
existiran incertidumbres en los modelos matemaéticos, mas atn, los sistemas reales presentan,
en términos generales, comportamientos no lineales. Lo anterior hace que el diseno de sis-
temas de control basados en modelos dindmicos sea una tarea sumamente compleja. En el
caso del sistema NXT ballbot se recurri6 a métodos de linealizaciéon alrededor de un punto
de equilibrio, para tener una aproximacion lineal del modelo y poder resolver el problema de
control con algoritmos lineales. Esta transformacion hace que la imprecision del modelo sea
ain mayor. Ademas, al caracterizar experimentalmente los actuadores, se observé como estos
datos difieren segiin el procedimiento y las condiciones en las que se lleve a cabo, se revisé
en la literatura y diversos autores reportan valores diferentes para los motores NXT que se
emplearon en el sistema NXT ballbot, por lo que todos estos valores fueron contemplados ini-
cialmente. Sin embargo, la formulacion de un modelo politépico que incluya todas las posibles
variaciones en los parametros es practicamente imposible debido a que el niimero de vértices
del modelo politopico crece con respecto al nimero de parametros inciertos a razoén de 2"».
Ademas, algunos parametros aparecen de forma no lineal en el modelo, lo cual requiere la
aplicacion de un tratamiento matemaético del modelo mediante fracciones lineales para poder
aplicar el enfoque de LMIs. Por otra parte, se presentaron ruidos en las lecturas de los sensores
giroscopicos, problema que se abord6 mediante una actualizacion del valor cero nominal y un
filtro pasa bajas como se reporta en [78].
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Una vez que se obtuvo tanto el modelo nominal como el modelo politopico para los
modelos 1 y 2, se realizaron pruebas de estabilidad, observabilidad y controlabilidad. Como
resultado de estas pruebas, se observd que todos los modelos no eran estables en lazo abierto,
esto al contener al menos un polo en el semiplano derecho del plano complejo. Sin embargo,
los modelos cumplian con la condicién de observabilidad y controlabilidad, por lo que se busco
disenar un controlador que estabilizara al sistema en lazo cerrado mediante el esquema béasico
de retro alimentacion de todos los estados, ademéas que compensara la incertidumbre en los
parametros del motor NXT y que el esfuerzo de control requerido para mantener al sistema
NXT ballbot verticalmente fuera el minimo posible. Por tltimo, se compararia el desempeno
de este controlador con algin algoritmo de control reportado en la literatura, en este caso el
controlador 6ptimo LQR [78] y un controlador clasico mediante asignacion de polos [32].

Para llevar acabo el diseno del controlador se hizo uso de una técnica matemética deno-
minada desigualdades matriciales lineales o simplemente LMIs, la cual convirtié el problema
de control en un problema de optimizaciéon convexa al que se le anadieron diversas restricciones
en los requisitos de diseno. En este caso, el principal requisito fue el concepto de estabilidad
cuadratica del sistema NX'T ballbot, la restriccion en el esfuerzo de control, la robustez ante
incertidumbre en los pardmetros, y en el caso especial del controlador por ubicacion de polos
en regiones LMIs, que dichas regiones satisfacieran ciertos parametros en la respuesta transi-
toria del sistema. Una vez que se formularon las restricciones para los algoritmos de control
LQR y ubicacion de polos, la solucién a estas restricciones para determinar las ganancias
de los controladores se obtuvo mediante el paquete de Matlab® LMI Control Toolboz® que
mediante avanzados algoritmos de optimizaciéon determinaron si el problema de control era
o no factible. Lo que hizo que se modificaran los valores en la restricciéon de control en el
caso del LQR y para el caso de las regiones LMI, se redujo el limite para el coeficiente de
amortiguamiento y se amplio el tiempo de respuesta, esto debido a que el esfuerzo requerido
para estabilizar al sistema con las condiciones iniciales eran muy grandes y el motor NXT no
serfa capaz de proporcionar tal demanda. Una vez que se encontré que la soluciéon a las re-
stricciones establecidas era factible, se procedio a realizar un analisis temporal del controlador
en el modelo del sistema NXT ballbot capturado en Matlab® lo que fue de gran ayuda para
determinar si efectivamente se cumplia la estabilizacion del sistema en lazo cerrado y conocer
la nueva ubicacién de los polos.

En cuanto a la instalacion del software de CAD Solidworks® no se presentd ningtn pro-
blema, sin embargo, durante la realizacion de las piezas faltantes en la libreria proporcionada
por la universidad Carnegie Mellon 73] se revisé que las dimensiones de las piezas reportadas
en [62| no correspondian a las de la libreria, hecho por el cuél se disefiaron todas las piezas de la
libreria con las nuevas medidas. Otro problema que se presentd, ahora durante el ensamblado
de las piezas, fue que ciertos ensambles no coincidian para ser posicionados mediante relaciones
de posicion entre centros, ya que en el ensamble fisico estas piezas embonaban a presion, esto
se solucion6 creando algunas piezas a la medida y en otros casos mediante otras relaciones de
posiciéon que aseguraran la ubicacion de la pieza. Por otra parte, para la implementacion del
modelo del sistema NXT ballbot en Simulink®, se instalaron dos complementos: el primero
denominado ECROBOT en el cual estaba basado el diseno de Yamamoto [78] y el segundo
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complemento denominado support hardware for lego mindstorms el cuél era un complemento
oficial por parte de Matlab® a partir de la version R2012a. Luego de analizar las caracteris-
ticas que ofrecian ambos complementos, se eligi6 el segundo complemento, esto debido a que
aun no se habia desarrollado el controlador para el NXT ballbot con dicho complemento y
ademés ofrecia el monitoreo de sefiales en tiempo real sin necesidad de guardar los datos y
posteriormente graficarlos, como lo hacia el primer complemento. Por lo que se realiz6 una
nueva version del controlador disefiado por Yamamoto [78], ahora en el complemento oficial
de Matlab®. En este nuevo modelo del controlador para el sistema NXT ballbot, se cargé el
archivo que contenia las ganancias de los controladores disenados y se realizaron las simula-
ciones correspondientes para cada modelo. Esto con el fin de conocer de antemano cémo se
esperaba que la respuesta experimental se comportara.

Luego de comprobar en las simulaciones que efectivamente los controladores disenados
mediante formulaciones LMI lograban que los controladores fueran robustos y cumplieran con
las demas restricciones de diseno en comparacion con los controladores LQR [78] y por asig-
nacion de polos [32]|. Se procedio a realizar las implementaciones fisicas de los controladores
en el sistema LEGO NXT ballbot. En esta parte se aprecié la ventaja de Simulink® para
monitorear y guardar las senales del sistema en tiempo real mediante la conexién bluetooth
entre el ladrillo NXT y la PC. Asi tambien, que ofrece la capacidad de hacer modificaciones
en tiempo real en el controlador. Como establecer cierta entrada de referencia al sistema, lo
que resulta muy util para implementar técnicas de navegacion.

Al finalizar la implementacion de los controladores disenados y evaluar las diferentes re-
spuestas del sistema en lazo cerrado, se confirmé la hipotesis planteada de que es posible
desacoplar el controlador completo del sistema NXT ballbot en dos controladores independi-
entes y que actuan en los planos idénticos coronal x — y v sagital z — y. Esta conclusion se
da una vez que las respuestas en ambos planos resultaron ser muy semejantes y cumplieron
con el objetivo de estabilizar al sistema NXT ballbot. La segunda hipotesis planteada acerca
del uso de la herramienta LMI para sintonizar el controlador LQR también se cumple, esto
al observar como el desempeno del controlador LQR mediante LMIs es mejor en términos de
robustez ante incertidumbre en los datos y el esfuerzo de control requerido que el reportado
por Yamamoto [78|. En cuanto a la tercera hipotesis planteada, analizando las respuestas tuni-
camente entre el controlador 6ptimo LQR y un controlador clésico como lo fué el de asignacion
de polos. Se observa que efectivamente el controlador LQR presenta una mejor respuesta del
error en estado estable, puesto que el controlador LQR a pesar de ser capaz de estabilizar al
sistema NX'T ballbot en los modelos 1 y 2, el estado 6 se aproxima a 0. Por otra parte, el
controlador por asignacion de polos solo estabilizé al modelo 1 del sistema NXT ballbot y el
estado 0 se encontr6 muy lejos del valor 0. Por tdltimo, es claro que todos los controladores
se pudieron implementar en el sistema LEGO NXT ballbot y en la mayoria de los casos la
respuesta fue semejante a las simulaciones. Como trabajo adicional y para reforzar la utilidad
de emplear la técnica LMI en el disenio de controladores, el controlador por ubicacién de polos
en regiones LMI que se disené mostré mejores respuestas del sistema en lazo cerrado que los
mencionados anteriormente si se compara el esfuerzo de control requerido para estabilizar al
sistema, hecho por el cual presenta grandes oscilaciones en el estado 6 pero sin presentar las
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pequeas oscilaciones a través de dicha trayectoria. Es decir la respuesta del controlador es mas
suave al de los demas controladores.

7.2. Trabajos futuros

Con el fin de poder darle seguimiento al tema desarrollado en esta tesis, a continuacion
se enlistan los posibles puntos a mejorar, asi como nuevos objetivos a desarrollar.

= Mejorar el filtro que elimina la desviacion que presenta el sensor giroscopico para una
lectura més confiable.

» Incluir un sensor de aceleracién “inclinacién para fusionar las lecturas con las propor-
cionadas por el sensor giroscopico.

» Implementar un observador o filtro de Kalman para eliminar la suma del error que genera
la integracion del estado 1.

= Una vez que se mejoren las lecturas de los sensores y el desempeno de los controladores,
se podria abordar el modelo no lineal del sistema.

= Una vez abordado el sistema lineal y no lineal del sistema, se pueden implementar
técnicas de navegacion en el sistema NXT ballbot.

= Se pueden incluir mas parametros en el modelo politopico, los cuales se puedan variar
fisicamente.

» Una vez que se cuenta con el modelo en Solidworks® se puede abordar una co-simulacion
entre Simulink®-SimMechanics® o Simulink®-ADAMS® para visualizar graficamente
el comportamiento del sistema NXT Balbot sin necesidad de llegar a implementarlo
fisicamente.

= Desarrollar un modelo a mayor escala del ballbot.

» Equipar al modelo a mayor escala con periféricos que le permitan interactuar con otros
dispositivos y que su plataforma sea abierta a cualquier aplicaciéon que pueda incorpo-
rarse en un futuro.



Apéndice A

Instalacion del soporte del kit Lego NXT
Mindstorms® para Simulink®

A continuacién se muestra la serie de pasos para la instalacion del paquete support hard-
ware for lego mindstorms de Simulink®.

=
<#\ Support Package P FERE []
File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Help I .
= EE — &% Library Browser Where do you want to install or update from?
& - G- ®-|¢
& Model Explorer e
Model Browser o= [ untited B et (eonmenesd)
. Report Generator... Folde
[%a] untitied ©® |[Pa]untitled oo
a LR > C:\MATLAB\SupportPackages\R2013a\downloads | [ Browse
MPlay Video Viewer
2
Install/Update Support Package... Run on Target Hardware >
Update Firmware..
=
«
[ next> J[ cancel |[ Hep |
Ready 100% oded5

(a) (b)

Figura A.1: (a) Paso de instalacion 1; (b) Paso de instalacion 2.
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Select a support package MATHWORKS AUXILIARY SOFTWARE LICENSE AGREEMENT

Select a support package to install or update.
= IMPORTANT NOTICE -
Action Support Package for "‘s""’: ‘“'F‘:‘ Required B: == == @

1 [ Instal Arduino 31 Simulink READ THE TERMS AND CONDITIONS OF THIS MATHWORKS AUXILIARY SOFTWARE LICENSE
- = AGREEMENT (THE "AGREEMENT") CAREFULLY BEFORE CHECKING T ACCEPT" OR ACCESSING
v THESE MATERIALS (AS DEFINED BELOW).

2 [ Install BeagleBoard 31 Simulink
THIS THE ENTIRE BETWEEN YOU (THE "LICENSEE")

3 [ Instan Gumstix Overo 11 Simulink AND THE MATHWORKS, INC. "MATHWORKS") CONCERNING THE SOFTWARE AND

R -- DOCUMENTATION MADE AVAILABLE FOR ACCESS HEREUNDER (COLLECTIVELY, THE

"MATERIALS").

5 [ nstall PandaBoard Simulink BY CHECKING T ACCEPT" OR ACCESSING THESE MATERIALS, YOU ACCEPT THE TERMS OF

6 [] Install Raspberry Pi 11 Simulink THIS AGREEMER

7 [ nstall USRP(R) Radio 50 Communications ! 1. DEFINITIONS.

1.1. "Licensee” means you, whether an individual or an entity, to whom MathWorks grants
the license. and wha is resnonsible for comnlvina with the contrachial ohlinations of the

Installation folder: = C:\MATLAB\SupportPackages\R2013a

1 accept

Find more supported hardware [ <Bak [ mext> |[ cancel ][ Hep | [ <Bak |[ Next> |[ cancel |[ nep |

(a) (b)

Figura A.2: (a) Paso de instalacion 3; (b) Paso de instalacion 4.

Third-party software Rcenses 4\ Support Package Installer - - ) =)
o s - -
‘GNU Tools for ARM Embedded Processors  https://launchpad.net/gec-arm-embedded  license Confirm installation
NXT OSEK http://lejos-osek.sourceforge.net license. - Yot biave cbx tPackage for LEGO MINDSTORMS NXT Hardware in
NXT Tools http://bricxce. sourceforge.net license. C: WM\SWPad@ges‘RZD 13a,
NXT Enhanced Firmware: htp: bricxec. sourceforge.net license

‘

Fantom USB Driver http://cache.lego.com

‘This utiity enables you to download and install the third party software listed above. This list may contain
open source software, induding software licensed under the terms of the General Public License,

i

By diicking “Install” on the next screen, you will be downloading and instaliing the software listed above.
By diicking "Cancel", you will not download or install the software.

| < | [ | [ ) [ b
) (o) Com] (e - ‘ I

(a) (b)

Figura A.3: (a) Paso de instalacion 5; (b) Paso de instalacion 6.

Install/update complete
Simulink Support Package for LEGO MINDSTORMS NXT Hardware has been successfully installed.

To ensure compatbilty with Simuink, you may need to update
the firmware for the selected support package hardware.

Select "Continue” to update firmware now.
Select "Close" to exit this utility.

4\ Support Package Installer =[5 &%

Installing GNU Tools for ARM Embedded Processors

—— !

Contre > | [ cose | [ neb |

(a) (b)

Figura A.4: (a) Paso de instalacion 7; (b) Paso de instalacion 8.
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4\ Support Package Installer - - » (=lE s

Update firmware Update firmware on LEGO MINDSTORMS NXT

Choose a hardware to start the firmware update process. /1N WARNING: Updating firmware wil erase alldata on the LEGO MINDSTORMS NXT, 2
Hardware: |LEGO MINDSTORMS NXT v 1. Connect the LEGO MINDSTORMS NXT brick to your host computer using a USB cable.

NOTE: You may only connect one LEGO MINDSTORMS NXT brick at a time.
2. Tum on the LEGO MINDSTORMS NXT by pressing the orange button on the brick.

[¥] Name your LEGO MINDSTORMS NXT: _ Ballbot]

No LEGO MINDSTORMS NXT detected.

.

Please check
1. if USB cable is connected
2. if NXT is powered on

Net> | [ concal ][ reb | [<pack ] [ tpcate | [ concel ][ teb |-

(a) (b)

Figura A.5: (a) Paso de instalacion 9; (b) Paso de instalacion 10.

4 Support Package Installer — = E)
Firmware update complete
‘You have successfully updated your firmware.
7] Show support package examples
4\ Update firmware on LEGO MINDSTORMS NxT [ = [~ | & |
Updating firmware..,
|

(a) (b)

Figura A.6: (a) Paso de instalacion 11; (b) Paso de instalacion 12.

S S g g OO WSTORU T o

Figura A.7: Libreria instalada en Simulink
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A.1. Configuracion de la comunicacién bluetooth entre el
ladrillo NXT y la PC.

En esta parte se describe como emparejar la comunicaciéon entre el ladrillo NXT y la
PC donde se ejecuta el modelo del controlador implementado en Simulink®. Para comenzar
se debe acceder al menu bluetooth del ladrillo NXT y posteriormente seleccionar la opciéon
on (encender bluetooth) y activar el modo wisible. Una vez hecho esto, en la computadora
nos dirigimos al icono de la aplicacion bluetooth y seleccionamos la opcidén agregar un nue-
vo dispositivo, la aplicaciéon buscara nuevos dispositivos que se encuentren en modo visible,
tras encontrar al dispositivo NXT, se solicitard una clave de emparejamiento. En este caso
se establecio la clave 1111. Tras realizar el emparejamiento se instalaran los controladores
del ladrillo NXT para su uso con el bluetooth como se muestra en la Figura A.8(a). Para
comprobar que se ha instalado correctamente, este debera aparecer en la seccion Dispositivos
Bluetooth como se muestra en la Figura A.8(b).

M IR [ <« Dispositvos e impresoras 1 Dispositivs Blustooth + [ 4 || Buscar Dispsitivos e impresoras 0
Agregar un dispositivo Agregar una impresora s~ @
4 Dispositivos (1)
N f
1 Instalacién de software del controlador [ | = ‘
El dispositivo est4 listo para usarse |
Serie estandar sobre el vinculo Bluetooth J Listo para usar " Ballbot
(COMS) \
Serie estandar sobre el vinculo Bluetooth J Listo para usar
(COM6)
/ 1 elemento
C = 0 |l
(a) (b)

Figura A.8: (a) Instalacion de los controladores del ladrillo NXT para su uso con el bluetooth;
(b) Comprobacion de emparejamiento entre el ladrillo NXT y la PC.

Para conocer el nimero del puerto COM a utilizar para el intercambio de datos, nos
dirigimos a las propiedades del dispositivo bluetooth y en la pestana de Servicios observamos
que en este caso el niimero a utilizar es COM 5 como se muestra en la Figura A.9.
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| General | Hardware | Sevicios | Bluetooth |

Servicios de Bluetooth
[¥] Puerto serie (SPP) "Dev B"

Este disposttivo Bluetooth ofrece los siguientes servicios. Para
usar un servicio, active la casilla comespondiente.

COM5

Figura A.9: Propiedades del dispositivo bluetooth para el ladrillo NXT.
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Apéndice B

Codigos para la caracterizacion del motor
NXT

El primer modelo en Simulink® para la caracterizacion del motor consta simplemente de
un bloque que nos permite establecer el ciclo de trabajo del PWM del motor NXT, el cual
variamos desde 10 a 100 % con incrementos de 10. Otro aspecto importante es que se empled
la configuracion para frenado de motor denominado en el bloque por brake, como se muestra
en la figura B.2(a).

El segundo modelo en Simulink® nos permite sensar mediante el encoder interno del
motor, la velocidad a la que gira el motor NXT y como esta decae al aplicarle un frenado me-
diante la accion de su propia inercia, para este caso la configuracion seleccionada del frenado
se denomina coast, como se muestra en la Figura B.2(b).

Por ultimo, luego de recolectar los datos de Simulink® | estos se exportaron a Matlab®,
donde se procesaron para determinar los parametros de los motores mediante el siguiente
codigo en Matlab®.

Bloques para la caracterizacion del motor NXT

100

Valor del ciclo de trabajo del PWM (10-100) LEGO

)

—»—o

Port B
Manual Switch

Motor

Valor del ciclo de trabajo para detener el motor

Figura B.1: Modelo en Simulink® para asignarle un ciclo de trabajo al PWM del motor.
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s R R A
[*a] Sink Block Parameters: Motor @ Sink Block Parameters: Motor PY
LEGO MINDSTORMS NXT Motor (mask) (link) LEGO MINDSTORMS NXT Motor (mask) (link)
Controls the power and direction of the motor. The Controls the IP°Wer and dir;—‘CﬁOH of t?fe I?WOtOF-dThe
input port value can range from 100 (full-speed input port value can range from 100 (full-spee
forward) to -100 (full-speed reverse). Select the forward) to -100 (full-speed reverse). Select the
NXT brick output port parameter to which the motor NXT b"'C:t O:tl‘lll\;apofhpa';lamft'ef tg W:“Ch' the motor
is connected. When the block input value is zero, IS connected. en the block input value Is zero,
Stop action parameter determines whether the " Stop action parameter determines whether the
motor actively brakes or passively coasts. motor actively brakes or passively coasts.
Parameters Parameters
[/} tocT brick output port: (8 - NXT brick output port: B -
Stop action: [Brake v] Stop action: [Coast v]
L
[ ok ][ cancel || hHelp |[ Apply | ok || cancel || melp |[ Apply |
- — = . A
(a) (b)

Figura B.2: (a) Configuracion para el frenado del motor tipo brake; (b) Configuracion para el
frenado del motor tipo coast.

Bloques para la caracterizacion del motor NXT

100
Valor del ciclo de trabajo del PWM (10-100) LEGO
—»-o,
—»-o
Port B
Manual Switch

Motor

Valor del ciclo de trabajo para detener el motor

LEGO
velocidad angular
@ —»{ pi/180 double | du/dt] £ » |:|
puplg Ny
Port B Derivative
Scope
Encoder
»| theta_punto
theta punto

Figura B.3: Modelo en Simulink® para asignarle un ciclo de trabajo de 100 al PWM del motor
y sensar como decae la velocidad al frenar el motor mediante la accién de su propia inercia .
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Codigo fuente B.1: Determinacion parametros NXT.m

o\

-

Obtencién de los pardmetros fisicos del motor NXT

Este archivo carga los datos que se obtuvieron mediante el osciloscopio
al realizar las diferentes pruebas de caracterizacién al motor NXT vy
posteriormente muestra los valores de los pardmetros luego de una

o° o0 o° o° oP

regresidén lineal mediante minimos cuadrados.

Valor de la resistencia interna del motor, medida directamente con un
multimetro
R=4.6; ¥ Ohms
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$ de trabajo del PWM

12 load voltajelO.mat;

13 load corrientelO.mat;

14 load TiempolO.mat;

15 load voltaje20.mat;

16 load corriente20.mat;

17 load Tiempo20.mat;

18 load voltaje30.mat;

19 load corriente30.mat;

20 load Tiempo30.mat;

21 load voltajed0O.mat;

22 load corriented40.mat;

23 load Tiempo40.mat;

24 load voltajeb50.mat;

25 load corrienteb50.mat;

26 load Tiempo50.mat;

27 load voltaje60.mat;

28 load corriente60.mat;

20 load Tiempo60.mat;

30 load voltaje70.mat;

31 load corriente70.mat;

32 load Tiempo70.mat;

33 load voltaje80.mat;

34 load corriente80.mat;

35 load Tiempo80.mat;

36 load voltaje90.mat;

37 load corriente90.mat;

38 load Tiempo90.mat;

39 load voltajelOO0.mat;

40 load corrientel00.mat;

41 load TiempolOO.mat;

42 % Grafica de las sefiales de voltaje y corriente del motor
43 figurel = figure('Color',[1 1 11]);
44 axesl = axes('Parent', figurel, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
45 box (axesl, 'on');

46 hold(axesl, 'all')

47 plot (TiempolO,VoltajelO, 'b',Tiempol0,Corrientel0«100, 'r', 'Parent', axesl);

48 xlabel('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

49 ylabel (['Voltaje del motor [V]','; Corriente del motor 1i_a
[mA]'], '"FontSize', 14, '"FontName', 'Times New Roman') ;

50 figure2 = figure('Color',[1 1 11);

51 axesl = axes ('Parent',6 figure2, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
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52 box (axesl, 'on');
53 hold(axesl, 'all'")
54 plot (Tiempo20,Voltaje20, 'b',Tiempo20,Corriente20%x100, 'r', "Parent', axesl);

55 xlabel ('tiempo [s]','FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
56 ylabel (['Voltaje del motor [V]',"'; Corriente del motor i_a
[mA]'"'], 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman');
57 figure3 = figure('Color',[1 1 11);
58 axesl = axes ('Parent', figure3, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

50 box (axesl, 'on');
60 hold(axesl, '"all')
61 plot (Tiempo30,Voltaje30, 'b',Tiempo30,Corriente30«100, 'r', 'Parent', axesl);

62 xlabel('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
63 ylabel (['Voltaje del motor [V]','; Corriente del motor 1i_a
[mA]'], '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
64 figured4 = figure('Color',[1 1 17]);
65 axesl = axes('Parent', figure4, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

66 box (axesl, 'on');
67 hold(axesl, 'all')
68 plot (Tiempo40,Voltaje4dO, 'b', Tiempod0,Corriented0x100, 'r', '"Parent', axesl);

69 xlabel ('tiempo [s]','FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
70 ylabel (['Voltaje del motor [V]',"; Corriente del motor i_a
[mA]'"'], 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
71 figure5 = figure('Color',[1 1 11);
72 axesl = axes ('Parent', figure5, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

73 box (axesl, 'on');
74 hold(axesl, 'all')
75 plot (Tiempo50,Voltaje50, 'b',Tiempo50,Corriente50%x100, 'r', '"Parent',axesl);

76 xlabel ('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
77 ylabel (['Voltaje del motor [V]','; Corriente del motor 1i_a
[mA]'], '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
78 figure6 = figure('Color',[1 1 11);
79 axesl = axes ('Parent',6 figureb6, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

80 box (axesl, 'on');
81 hold(axesl, 'all')
g2 plot (Tiempo60,Voltaje60, 'b', Tiempo60,Corriente60«100, 'r', '"Parent', axesl);

83 xlabel ('tiempo [s]','FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
84 ylabel (['Voltaje del motor [V]',"'; Corriente del motor i_a
[mA]'"'], 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
85 figure7 = figure('Color',[1 1 1]);
86 axesl = axes('Parent', figure7, 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman');

87 box (axesl,'on');
88 hold(axesl, 'all')
89 plot (Tiempo70,Voltaje70, 'b',Tiempo70,Corriente70%«100, 'r', 'Parent', axesl);

90 xlabel('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
91 ylabel(['Voltaje del motor [V]','; Corriente del motor 1i_a
[mA]'], '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
92 figure8 = figure('Color',[1 1 17]);
93 axesl = axes('Parent', figure8, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

94 box (axesl, 'on');

95 hold(axesl, 'all')

96 plot (Tiempo80,Voltaje80, 'b', Tiempo80,Corriente80+«100, 'r', '"Parent', axesl);
o7 xlabel ('tiempo [s]','FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

98 ylabel (['Voltaje del motor [V]',"'; Corriente del motor i_a
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99
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[mA]'"'], 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
figure9 = figure('Color',[1 1 11);
axesl = axes ('Parent', figure9, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

box (axesl, 'on'");
hold(axesl, 'all'")
plot (Tiempo90,Voltaje90, 'b', Tiempo90,Corriente90x100, 'r', 'Parent',axesl);

xlabel ('tiempo [s]'",'FontSize', 14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
ylabel (['Voltaje del motor [V]','; Corriente del motor 1i_a
[mA]'], '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;
figurel0 = figure('Color',[1 1 11);
axesl = axes('Parent', figurell, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

box (axesl, 'on');
hold(axesl, 'all'")
plot (Tiempol00,Voltajel00, 'b', Tiempol00,Corrientel00%100, 'r", '"Parent', axesl);

xlabel ('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel (['Voltaje del motor [V]',"'; Corriente del motor i_a
[mA]'"'], 'FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;

% Obtencidén de los valores promedio del voltaje de entrada y corriente.
v10=mean (Voltajell);

i10=mean (CorrientelO);

v20=mean (Voltaje20);

i20=mean (Corriente20);

v30=mean (Voltaje30);

1i30=mean (Corriente30);

v40=mean (VoltajedO);

i40=mean (Corriented0);

vb0=mean (Voltajeb50);

i50=mean (Corrienteb50);

v60=mean (Voltaje60);

i60=mean (Corriente60) ;

v70=mean (Voltaje70);

1i70=mean (Corriente70);

v80=mean (Voltaje80);

180=mean (Corriente80) ;

v90=mean (Voltaje90);

190=mean (Corriente90) ;

v100=mean (Voltajel0O0);

1i100=mean (Corrientel00);

% Creacidén de vectores con las respuestas del motor
V_motor=[v10 v20 v30 v40 v50 v60 v70 v80 v90 v100];
I_motor=[1i10 i20 130 140 i50 160 i70 180 i90 11001];
load ('T_motor.mat');

%% Determinacidén de Pardmetros del motor NXT

N~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~

w_motor = (2+pi*ones(size(T_motor))) ./ (T_motor+180); % Velocidad motor
eb = (V_motor—R+I_motor) ; % fuerza electromotiz

% Determinacién de kb por regresidén lineal

% eb = kbxw_motor + b

W = [w_motor ; ones(size(w_motor))]"';

theta_eb = W\eb';

kb = theta_eb(1); % Constante eléctrica

fem = Wxtheta_eb; %fem respecto al valor de la regresidén lineal de ke

% Representacién grafica de los valores reales y regresién lineal
figurell = figure('Color',[1 1 11);
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axesl = axes ('Parent', figurell, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
box (axesl, 'on'");
hold(axesl, 'all'")
plot (w_motor,eb, 'x',w_motor, fem, 'r', 'Parent',axesl);
xlabel ('Velocidad del motor \omega
[rad/s]"', 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel('fem e_b [V]','FontSize',14, ' 'FontName', 'Times New Roman');

title(['Kb = ' num2str(kb) ' V.s '], 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New
Roman') ;

%~ Constante de armadura (par) kp

kp = kb; $siempre que ambas estén en unidades del SI

% Regresidén lineal para determinar el coef. de fric. viscosa be [N.m.s]
% Tm = bexw_motor + Tr
Tm=kp=*I_motor;
theta_tm=W\Tm';
be=theta_tm(1l);
Tr=theta_tm(2);
% Representacidén gréafica
figurel2 = figure('Color',[1 1 11);
axesl = axes ('Parent', figurel2, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
box (axesl, 'on'");
hold(axesl, 'all'")
plot (w_motor,Tm, 'x',w_motor,Wxtheta_tm, 'r', 'Parent',axesl);
xlabel ('Velocidad del motor \omega
[rad/s]', 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
ylabel ('Par del motor \tau [N.m]"', '"FontSize',16, '"FontName', 'Times New
Roman') ;
title(['be = " num2str(be) ' N.m.s ; Tr = ' num2str (abs(Tr)) '
N.m'], 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman')
% Determinacién de la Inductancia de armadura La
Parametros del motor con un ciclo de trabajo al 50%
Kb = kb;
wr = w_motor (5);
% Representacién grdfica de la corriente para determinar la pendiente

o

figure;
stairs (Corriente50)
xlabel ('Muestras')

ylabel ('Corriente del motor i_a [A]")

title('Haz zoom y pulsa cualquier tecla para seleccionar el intervalo
temporal')

grid

% Se selecciona el intervalo para el célculo

pause

k = round(ginput (2));

% Se determina el intervalo temporal entre ambas velocidades y se calcula
% la pendiente mediante una regresidén lineal

Y = Corriente50(k(1):k(2));

X = Tiempo50(k(1l):k(2))—Tiempo50 (k(1));

A = [X ones(size(X))];

thl = A\Y; % pendiente de la corriente

mean (Voltaje50 (k (1) :k(2)));

la pendiente se puede calcular también como

((Vdc—Kb*w_motor) /R—1i(0))/L*R = di/dt,a partir de esta expresidn se

<
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calcula L
196 L = ((Vdc—Kbxwr)/R—Corriente50(k(1l)))*R/abs(thl(1));
% Representacidn grafica del resultado
198 figurel3 = figure('Color',[1 1 1]);
199 axesl = axes ('Parent', figurel3, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
200 box (axesl, 'on');
201 hold (axesl, 'all'")
202 plot(X,Y,'x',X,Axthl, '—', 'Parent', axesl);
203 grid;

204 ylabel ('Corriente del motor 1i_a [A]"', '"FontSize',16, '"FontName', 'Times
New Roman') ;

2056 xlabel ('tiempo [s]', 'FontSize',14, 'FontName',6 'Times New Roman');

206 title(['L = ' num2str(abs(L)) ' H'],'FontSize',14, ' 'FontName', ' 'Times New
Roman') ;

207 % Determinacién de la inercia del motor J

208 % Representacidén grédfica de la velocidad

200 load tiempowl00.mat;

210 load wlO00.mat;

211 figureld = figure('Color',[1 1 11);

212 axesl = axes('Parent', figureld, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

213 box (axesl, 'on');

214 hold(axesl, 'all'")

215 stairs(wl00);

216 xlabel ('Muestras', 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

217 ylabel ('Velocidad del motor \omega
[rad/s]"', 'FontSize', 16, 'FontName', 'Times New Roman');

218 title('Haz zoom y pulsa cualquier tecla para seleccionar el intervalo
temporal');

219 grid;

220 % Se selecciona el intervalo para el calculo

221 pause;

222 k = round(ginput(2));

223 % Se determina el intervalo temporal entre ambas velocidades y se calcula

224 la pendiente mediante una regresién lineal

225 Y2 = wl00(k (1) :k(2));

226 X2 = tiempowlOO(k(1l):k(2),1)—tiempowlO00(k(1),1);

227 A2 = [X2 ones(size(X2))];

228 th3 = A2\Y2; % pendiente velocidad del motor

la pendiente se puede calcular también como (Tr/Dm+w(0))/Jm+Dm =
230 = (Tr+w(0) «Dm) /Jm. A partir de esta expresidén se calcula Jm
231 Jm = (Tr+wl00 (k (1)) +xbe) /abs (th3(1));
232 % Representacidén grafica del resultado
233 figurelb = figure('Color',[1 1 11);
234 axesl = axes ('Parent', figurel5, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman') ;
235 box (axesl, 'on');
236 hold(axesl, 'all')
237 plot (X2,Y2,"'*',X2,A2+%th3,'—", '"Parent', axesl);
238 grid;
239 ylabel ('Velocidad del motor \omega
[rad/s]', 'FontSize', 16, 'FontName', 'Times New Roman');
240 xlabel ('tiempo [s]','FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
241 title(['J = ' num2str(abs(Jm)) ' Kg.m"2']);

229
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o
o
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Apéndice C

Diseno de los controladores en Matlab®

Durante el proceso de diseno de los controladores para el sistema NXT ballbot, se crearon

diversos codigos en Matlab®, el primero de ellos consiste en un archivo que contiene todos los
parametros fisicos del sistema y calcula las matrices de estado, esto sera tutil para no tener
que ingresar todos estos datos en cada codigo de los controladores.

Codigo fuente C.1: Parametros  Matrices  NXT Ballbot.m

© 00 N O O s W N =

e e
[ "R R N )

-
S

16

17

18
19
20
21
22

23

o\°

Parametros NXT Ballbot
Este archivo contiene los pardmetros fisicos del sistema NXT Ballbot, asi
c

o® o oP

omo genera las matrices de estado para el sistema nominal y politdpico.

% Constante fisica
g = 9.81; % aceleracidén de gravedad [m/seg”2]
% Pardmetros sistema NXT Ballbot

Ms = 0.013; peso de la esfera [kg]

Rs = 0.026; % radio de la esfera [m]

Js = 2 x* Ms x Rs"2 / 3; % momento de inercia de la esfera [kgm"2]

Mw = 0.015; % peso de la llanta [kg]

Rw = 0.021; % radio de la llanta [m]

Lw = 0.022; % ancho de la llanta [m]

Jw = Mw * Lw"2 / 2; % momento de inercia de la llanta [kgm"2]

Mb = 0.682; % peso del cuerpo (incluyendo el peso de la
llanta) [kg]

L =0.17; % distancia entre el centro de masa de cuerpo y
el centro de la esfera [m]

Jp = Mb = L"2 / 3; % momento de inercia en la inclinacidén (pitch)

del cuerpo [kgm"2]
% Pardmetros motor DC reportados por Yamamoto

Jm = le—5; % momento de inercia del motor de DC [kgm"2]

Ra = 6.69; % resistencia interna del motor de DC [Ohms]

Kb = 0.468; % constante de FEM en el motor de DC [Vsec/rad]

Kp = 0.317; % constante de torque en el motor de DC [Nm/A]

be = 0.0022; % coeficiente de friccidn viscosa del motor de
DC [Nms]

k = Rs / Rw; relacién entre radios

o\°
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25 %$%Pardmetros motor DC obtenidos experimentalmente

26 % Jm = 2.9639e—03; % momento de inercia del motor de DC [kgm”"2]

27 % Ra = 4.6; % resistencia interna del motor de DC [Ohms]

28 % Kb = 0.49005; % constante de FEM en el motor de DC [Vsec/rad]

290 % Kp = 0.49005; % constante de torque en el motor de DC [Nm/A]

30 % be = 0.91439e—03; % coeficiente de friccidn viscosa del motor de
DC [Nms]

31 k = Rs / Rw; % relacidén entre radios

o oo

Relaciones para las fuerzas generalizadas en términos de voltaje
= Kp / Ra * 180 / pi;

k « (Kp » Kb / Ra + be);
% Célculo de las matrices de espacio de estados del sistema nominal

32
33

o o
Il

34

o\

35
36

o\°

37

Calculo de los elementos de las matrices E, F, G, H
38 E = [ (Ms+Mb) *Rs"2+k"2* (IJm+Jw) +Js Mb*Rs*L—k"2* (Jm+Jw)
39 Mb*Rs*L—k"2* (Jm+Jw) Mb+L*2+Jp+k”"2* (Jm+Jw) 1;
90 F = [ b —-b
41 —b  +b];
2 G = [0 0
43 0 —Mbxg*L ];
44 H = [ a
45 —-a ];
46 detE = det (E);
47 A32 = E(1,2)xG(2,2);
48 A33 = (E(1,2)*F(2,1)—E(2,2)*«F(1,1));
49 A34 = (E(1,2)*F(2,2)—E(2,2)*F(1,2));
50 A42 = —E(1,1)*G(2,2);
51 A43 = (E(2,1)*«F(1,1)—E(1,1)*xF(2,1));
52 Ad44 = (E(2,1)*«F(1,2)—E(1,1)*xF(2,2));
53 B31 = E(2,2)*H(1,1)—E(1,2)~H(2,1);
54 B41 = E(1,1)*H(2,1)—E(2,1)*H(1,1);
55, $ Cdlculo de las matrices A, B, C, D, Cy
56 A = [ 0 0 1 0
57 0 0 0 1
58 0 A32/detE A33/detE A34/detE
59 0 A42/detE A43/detE Ad4/detE ];
60 B = [ 0
61 0
62 B31/detE
63 B41l/detE ];
64 C = eye(4);
65 Cy = C(1,:); % seleccidén del estado x1 para seguimiento de trayectoria

66 D = zeros (4, 1);

67 Vector de pardmetros inciertos del motor

68 Jm = [4.5e—8 2.988e—3]; % momento de inercia del motor de DC [kgm"2]
69 be = [3.8745e—5 2.2e—3]; % coeficiente de friccidén viscosa del motor de
DC [Nms]

70 %% Cadlculo de las matrices de espacio de estados del sistema politdpico

71

72 % Calculo de los elementos de las matrices E, F, G, H

73 E1 = [ (Ms+Mb) *Rs"2+k"2x (Jm (1, 1) +Jw)+Js Mb*Rs*L—k" 2% (Jm (1, 1) +Jw)

74 Mb*Rs+*L—k"2x (Jm (1, 1) +Jw) MbxL"2+Jp+k”*2% (Jm (1, 1) +Jw) ]; $Emin
75 E2 = [ (Ms+Mb) *Rs"2+k"2x (Jm (1, 2) +Jw) +Js Mb*Rs*L—k"2 (Jm (1, 2) +Jw)
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78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
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104
105
106
107
108
109
110
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112
113
114
115
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122
123
124
125
126
127
128

MbxRs*L—Kk"2x (Jm (1, 2) +Jw) Mb*L"2+Jp+k"2% (Jm (1, 2) +Jw) ]; $Emax
Fl1 = [ k* (Kp*Kb/Ra+be(1,1)) —k* (Kp*Kb/Ra+be (1,1))
—k* (Kp*Kb/Ra+be (1,1)) k* (Kp*Kb/Ra+be (1,1))1; 2Fmin

F2 = [ k* (Kp*Kb/Ra+be (1,2)) —k* (KpxKb/Ra+be (1,2))
—k* (Kp*Kb/Ra+be (1,2)) k* (Kp*Kb/Ra+be (1,2))1; SFmax
G=10 0
0 —Mb*gx*L ];
H=1[ a
—a 1;

detEl = det (El);

detE2 = det (E2);

% Cadlculo de las matrices A,B para el vértice del sistema con Emin—Fmin

A3211 = E1(1,2)*G(2,2);

A3311 = (E1(1,2)*F1(2,1)—E1(2,2)*F1(1,1));

A3411 = (E1(1,2)*F1(2,2)—E1(2,2)*F1(1,2));
)
)
)

A4211 = —E1(1,1)*G(2,2);
A4311 = (E1(2,1)*F1(1,1)—E1(1,1)*F1(2,1));
A4411 = (E1(2,1)*F1(1,2)—E1(1,1)+F1(2,2));
B3111 = E1(2,2)*H(1,1)—E1(1,2)*H(2,1);
B4111 = E1(1,1)*H(2,1)—E1(2,1)*H(1,1);
Al = [ O 0 1 0

0 0 0 1

0 A3211/detEl A3311/detEl A3411/detEl
0 A4211/detEl A4311/detEl A4411/detEl ];
Bl = [ 0
0
B3111/detEl
B4111/detEl ];
% Cadlculo de las matrices A,B para el vértice del sistema con Emin—Fmax
A3212 = E1(1,2)+G(2,2);
A3312 = (E1(1,2)*F2(2,1)—E1(2,2)*F2(1,1));
A3412 (E1(1,2)*F2(2,2)—E1(2,2)*F2(1,2));
A4212 = —E1(1,1)%G(2,2);
1)
1)
*

A4312 = (E1(2 2(1,1)—E1(1,1)*F2(2,1));
A4412 = ( 1(2 2(1,2)—E1(1,1)*F2(2,2));

*F
*F
H(1,1)-E1(1,2)=*H(2,1);
*H

B3112 = E1(2, 2)

B4112 = El(l,l) (2,1)—E1(2,1)*H(1,1);

A2 = [ 0 0 1 0
0 0 0 1

0 A3212/detEl A3312/detEl A3412/detEl
0 A4212/detEl A4312/detEl A4412/detEl ];
0
0
B3112/detEl
B4112/detEl 1; % B2 = Bl
% Calculo de las matrices A,B para el vértice del sistema con Emadx—Fmin
A3221 E2(1,2)*xG(2,2);

B2

Il
—

A3321 = (E2(1,2)*F1(2,1)—E2(2,2)*F1(1,1));
A3421 = (E2(1,2)*F1(2,2)—E2(2,2)+F1(1,2));
A4221 = —E2(1,1) G(2,2);

A4321 = (E2(2,1)*F1(1,1)—E2(1,1)*F1(2,1));
A4421 = (E2(2,1) Fl(l 2)—E2(1,1)*F1(2,2));
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120 B3121 = E2(2,2)*H(1,1)—-E2(1,2)*H(2,1);

130 B4121 = E2(1,1)*H(2,1)—E2(2,1)*H(1,1);

131 A3 = [ O 0 1 0

132 0 0 0 1

133 0 A3221/detE2 A3321/detE2 A3421/detE2

134 0 A4221/detE2 A4321/detE2 A4421/detE2 ];
133 B3 = [ 0

136 0

137 B3121/detE2

138 B4121/detE2 ];

139 % Cadlculo de las matrices A,B para el vértice del sistema con Emadx—Fmax
140 A3222 = E2(1,2)*G(2,2);

141 A3322 = (E2(1,2)*F2(2,1)—E2(2,2)*F2(1,1));
142 A3422 = (E2(1,2)*F2(2,2)—E2(2,2)*F2(1,2));
143 A4222 = 7E2(l,1)* (2,2);

144 A4322 = (E2(2,1)*F2(1,1)—E2(1,1)*F2(2,1));
145 A4422 = ( 2(2,1)*F2(1,2)-E2(1,1)*F2(2,2));
146 B3122 = (2,2)*H(1,1)—E2(1,2)*H(2,1);

147 B4122 = (1,1)* (2,1)—E2(2,1)*H(1,1);

148 Ad = | O 0 1 0

149 0 0 0 1

150 0 A3222/detE2 A3322/detE2 A3422/detE2
151 0 A4222/detE2 A4322/detE2 A4422/detE2 ];
152 B4 = [ 0

153 0

154 B3121/detE2

155 B4121/detE2 ]; % B4 = B3

Luego de tener los parametros fisicos y matrices de estado del sistema, se genera un
archivo que realiza el analisis en lazo abierto del sistema para determinar su estabilidad, con-
trolabilidad y observabilidad.

Codigo fuente C.2: Analisis_Sistema NXT Ballbot.m

o\°

Andlisis del sistema NXT Ballbot en lazo abierto
te archivo carga los datos del modelo NXT Ballbot para crear los

-

Es
modelos del sistema en espacio de estados, posteriormente se analizan en
lazo abierto para determinar su estabilidad, controlabilidad y
observabilidad.

o° o° o° o° o

% Obtencidén de datos del sistema NXT Ballbot

Parametros_Matrices_NXT_Ballbot;

%% Espacio de estados del sistema en su modelo nominal

estados = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
"d\psi/dt [\circ/s]'};

{'u'};

{'"\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
"d\psi/dt [\circ/s]'};

sys_ss_nom = ss(A,B,C,D,

'statename’',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);

% Andlisis de estabilidad

© 00 N O Ut s W N
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19
20
21
22

23
24

25
26
27
28
29
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34
35
36
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38
39

40
41

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

55
56

57
58

59
60
61
62

polos_lazoabierto_nom = pole(sys_ss_nom) % polos del sistema

figure;

pzmap (sys_ss_nom) ; % grafica de los polos del sistema

% Andlisis de controlabilidad

controlabilidad_nom = rank(ctrb(sys_ss_nom)) %rango de la matriz de
controlabilidad

% Andlisis de observabilidad

observabilidad_nom = rank (obsv(sys_ss_nom)) % rango de la matriz de
observabilidad

%% Espacio de estados del sistema en su modelo politdpico vértice 1

estados = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
"d\psi/dt [\circ/s]'};

entrada = {'u'};

salidas = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...

"d\psi/dt [\circ/s]'};
sys_ss_vertl = ss(Al,B1,C,D, ...
'statename',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);
% Andlisis de estabilidad

polos_lazoabierto_vertl = pole(sys_ss_vertl) % polos del sistema

figure;

pzmap (sys_ss_vertl); % grafica de los polos del
sistema

% Andlisis de controlabilidad

controlabilidad_vertl = rank(ctrb(sys_ss_vertl)) Srango de la matriz de
controlabilidad

% Andlisis de observabilidad

observabilidad_vertl = rank(obsv(sys_ss_vertl)) % rango de la matriz de
observabilidad

%% Espacio de estados del sistema en su modelo politdpico vértice 2

estados = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'"d\psi/dt [\circ/s]'};

{'u'};

{'"\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
"d\psi/dt [\circ/s]'};

sys_ss_vert2 = ss(A2,B2,C,D, ...

'statename',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);

entrada
salidas

% Analisis de estabilidad

polos_lazoabierto_vert2 = pole(sys_ss_vert2) % polos del sistema

figure;

pzmap (sys_ss_vert2); % grédfica de los polos del
sistema

% Andlisis de controlabilidad

controlabilidad_vert2 = rank(ctrb(sys_ss_vert2)) $rango de la matriz de
controlabilidad

% Andlisis de observabilidad

observabilidad_vert2 = rank (obsv(sys_ss_vert2)) % rango de la matriz de
observabilidad

%% Espacio de estados del sistema en su modelo politdpico vértice 3
estados = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'"d\psi/dt [\circ/s]'};
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63 entrada {'u'};

64 salidas = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...

65 "d\psi/dt [\circ/s]'};

66 Sys_ss_vert3 = ss(A3,B3,C,D, ...

67 'statename',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);

68 % Andlisis de estabilidad

69 polos_lazoabierto_vert3 = pole(sys_ss_vert3) % polos del sistema

70 figure;

71 pzmap (sys_ss_vert3); % grafica de los polos del
sistema

72 % Andlisis de controlabilidad

73 controlabilidad_vert3 = rank(ctrb(sys_ss_vert3)) $rango de la matriz de
controlabilidad

74 % Andlisis de observabilidad

75 observabilidad_vert3 = rank(obsv(sys_ss_vert3)) % rango de la matriz de
observabilidad

76
77 %% Espacio de estados del sistema en su modelo politdpico vértice 4

78 estados = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...

79 "d\psi/dt [\circ/s]'};

80 entrada = {'u'};

81 salidas = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...

82 "d\psi/dt [\circ/s]'};

83 sys_ss_vertd4d = ss(A4,B4,C,D, ...

84 'statename',estados, 'inputname', entrada, 'outputname', salidas);

85 % Andlisis de estabilidad

86 polos_lazoabierto_vertd4d = pole(sys_ss_vertd) % polos del sistema

g7 figure;

88 pzmap (sys_ss_vertd); % grafica de los polos del
sistema

89 % Andlisis de controlabilidad

90 controlabilidad _vert4 = rank(ctrb(sys_ss_vert4)) Srango de la matriz de
controlabilidad

91 % Andlisis de observabilidad

92 observabilidad_vert4 = rank (obsv(sys_ss_vertd)) % rango de la matriz de
observabilidad

A continuacion se enlistan los codigos de los controladores disenados.

Codigo fuente C.3: LQR.m

o\°

Controlador LOR

Este archivo carga los datos del sistema NXT Ballbot para diseflar un
controlador bajo el esquema LQR, luego de obtener las ganancias del
controlador se realiza un andlisis del sistema en lazo cerrado y
posteriormente se grafica la respuesta del sistema ante una entrada
escaldn unitario, asi como su respuesta ante condiciones iniciales.

-

o® o0 o° o° o oP

o\°

Obtencidén de datos del sistema NXT Ballbot
arametros_Matrices_NXT_Ballbot;

10 %% Disefio y obtencidén de las ganancias del controlador
11 % Matrices aumentadas por la accidn integral

12 A_hat = [ A zeros (size (B))

© 00 N O O s W N
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13 —Cy 0 1;

14 B_hat = [ B

15 0 1;

16 % Matrices de ponderacidén Q y R

m Q= [ 1 0 0 0 0

18 0 6e5 0 0 0

19 0 0 1 0 0

20 0 0 0 1 0

21 0 0 0 0 1e3 ]; % ponderacién de los estados del sistema

22 R = 6e3% (180 / pi)"2; % ponderacién de la accidn de control

23 % Calculo de la ganancia del controlador LQOR

24 K_lgr = lgr(A_hat, B_hat, Q, R)

25 %% Andlisis del sistema NXT Ballbot en lazo cerrado

26 % Espacio de estados del sistema mas el término integral

27 estados_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
28 '"d\psi/dt [\circ/s]' 'error'};

29 entrada_cl = {'r'};

30 salidas_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
31 "d\psi/dt [\circ/s]'};

32 sys_clt = ss([A—BxK_1lqgr(l:4) —B*K_1lqgr(5); —C(l,:) 0], [zeros(size(B));1l1, ...
33 [C zeros(size(B))],D, 'statename',estados_cl, ...

34 "inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);

35 % Andlisis de estabilidad

36 polos_lazocerrado = pole(sys_clt) % polos del sistema

37 % Creacidn figura

38 figurel = figure('Color',[1 1 17]);

39 % Creacidén ejes 1

40 axesl = axes('Parent', figurel, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
41 box (axesl, 'on');

42 hold(axesl, 'all')

43 pzmap (sys_clt); % grafica de los polos del sistema
44 grid(axesl, 'on');

45 %% Simulacidén de la respuesta del sistema ante el controlador

46 t = 0:0.004:10;

47 % Respuesta del sistema ante una entrada escaldn unitario

48 % Creacidn figura

49 figure2 = figure('Color',[1 1 1]);

50 $ Creacidén ejes 1

51 axesl = axes ('Parent', figure2, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

52 %$xlim(axesl, [0 157);

53 box (axesl, 'on');

54 step(sys_clt,t);

55, % Condiciones iniciales del sistema x(0)=x0 con término integral
56 x0tr = [0 4 0 0 0]"';

= 0O*ones(size(t));

y,t,x] = lsim(sys_clt,r,t,x0tr);

Respuesta del sistema ante condiciones iniciales
Creacidén figura

61 figurel3 = figure('Color',[1 1 1]);

62 % Creacidn ejes 1

57

— B

58
59

o\° CW\O

60

63 axesl = axes('Parent',6 figure3, ...
64 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.334659090909091
0.34116279069767471, ...
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65 'FontSize', 14, ...

66 'FontName', 'Times New Roman');

67 %xlim(axesl, [0 307);

68 box (axesl,'on');

69 %grid(axesl,'on');

70 hold(axesl, 'all');

71 % Plot figura

72 plot(t,x(:,1), ' 'Parent',axesl);

73 ylabel ({'\theta [\circ]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman');
74 % Creacidén ejes 2

75 axes2 = axes ('Parent', figure3, ...

76 'Position', [0.570340909090909 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

77 'FontSize', 14, ...

78 'FontName', 'Times New Roman');

79 %xlim(axes2, [0 301);

80 box (axes2, 'on');

81 %grid(axes2,'on');

82 hold(axes2, 'all');

83 % Plot figura

84 plot(t,x(:,2), 'Parent',axes?);

g5 ylabel ({'\psi [\circ]'}, '"FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman');
86 % Creacidn ejes 3

87 axes3 = axes('Parent', figure3, ...

88 'Position', [0.13 0.11 0.334659090909091 0.3411627906976747], ...
89 'FontSize', 14, ...

90 'FontName', 'Times New Roman');

91 %x1lim(axes3, [0 3071);

92 box (axes3, 'on');

93 %grid(axes3,'on');

94 hold(axes3, 'all');

95 % Plot figura

96 plot(t,x(:,3));

97 ylabel ({'d\theta/dt [\circ/s]'},'FontSize',16, ' 'FontName', 'Times New
Roman') ;

98 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

99 % Creacidn ejes 4

100 axes4 = axes('Parent',6 figure3, ...

101 'Position', [0.570340909090909 0.11 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

102 'FontSize', 14, ...

103 'FontName', 'Times New Roman');

104 %x1lim(axes4d, [0 30]);

105 box (axes4d, 'on');

106 %grid(axesd4, 'on');

107 hold(axesé4, 'all');

108 % Plot figura

109 plot (t,x(:,4), 'Parent',axesd);

110 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
111 ylabel ({'d\psi/dt [\circ/s]'},'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman');
112 % Respuesta de la senal de control

113 % Creacidén figura

114 figured4d = figure('Color',[1 1 11);
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115
116
117
118
119
120
121
122

123

% Creacidén ejes 1

axesl = axes ('Parent', figured, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
%x1lim (axesl, [0 30]);

box (axesl, 'on');

hold(axesl, 'all'")

% Plot figura

plot (t,—K_lgrxx', 'Parent',axesl);

xlabel ({'tiempo [s]'"}, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

ylabel ({'Voltaje [V]'"}, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

Codigo fuente C.4: Polos.m

-

[ RS

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

o\°

Controlador Asignacidédn de Polos

Este archivo carga los datos del sistema NXT Ballbot para diseflar un
controlador bajo el esquema de asignacidén de Polos, luego de obtener las
ganancias del controlador se realiza un andlisis del sistema en lazo
cerrado y posteriormente se grafica la respuesta del sistema ante una
entrada escaldn unitario, asi como su respuesta ante condiciones
iniciales.

o o0 A0 o° o° oe

o\

Obtencidén de datos del sistema NXT Ballbot
Parametros_Matrices_NXT_Ballbot;

%% Disefio y obtencidén de las ganancias del controlador

%- Cédlculo de las ganancias del controlador mediante ubicacidn de polos
polos_deseados = [—53+2i —53-2i -1 -2];

K_polos = place(A,B,polos_deseados)

%% Andlisis del sistema NXT Ballbot en lazo cerrado

% Espacio de estados del sistema

estados_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'd\psi/dt [\circ/s]'};

entrada_cl = {'u'};

salidas_cl = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'd\psi/dt [\circ/s]'};

sys_cl = ss(A—BxK_polos,B,C,D, "'statename',estados_cl, ...

"inputname',entrada_cl, 'outputname',salidas_cl);
% Andlisis de estabilidad
polos_lazocerrado = pole(sys_cl) % polos del sistema
% Creacidén figura
figurel = figure('Color',[1 1 11);
% Creacidén ejes 1
axesl = axes('Parent', figurel, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
box (axesl, 'on');
hold (axesl, '"all")
pzmap (sys_cl); % grafica de los polos del sistema
grid(axesl, 'on');
%% Simulacidén de la respuesta del sistema ante el controlador
t = 0:0.004:10;
% Respuesta del sistema ante una entrada escaldén unitario
% Creacidén figura
figure2 = figure('Color',[1 1 11);
% Creacidn ejes 1
axesl = axes('Parent', figure2, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');
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40 %x1lim(axesl, [0 157);

41 box (axesl, 'on');

42 step(sys_cl,t);

43 % Condiciones iniciales del sistema x(0)=x0
44 x0 = [0 4 0 0],

45 r = 0Oxones(size(t));

46 [y,t,x] = lsim(sys_cl,r,t,x0);

47 % Respuesta del sistema ante condiciones iniciales
48 % Creacidédn figura

49 figure3 = figure('Color',[1 1 17]);

50 $ Creacidén ejes 1

51 axesl = axes ('Parent', figure3, ...

52 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

53 'FontSize', 14, ...

54 'FontName', 'Times New Roman');

55 %$xlim(axesl, [0 30]);

56 box (axesl, 'on');

57 %grid(axesl, 'on');

58 hold (axesl, 'all');

59 % Plot figura

60 plot(t,x(:,1), 'Parent',axesl);

61 ylabel ({'\theta [\circ]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman') ;
62 % Creacidn ejes 2

63 axes2 = axes('Parent',figure3, ...

64 'Position', [0.570340909090909 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

65 'FontSize', 14, ...

66 'FontName', 'Times New Roman');

67 %xlim(axes2, [0 307);

68 box (axes2, 'on');

69 %grid(axes2,'on');

70 hold(axes2, 'all');

71 % Plot figura

72 plot(t,x(:,2), ' 'Parent',axes2);

73 ylabel ({'"\psi [\circ]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman') ;
74 % Creacién ejes 3

75 axes3 = axes ('Parent', figure3, ...

76 'Position', [0.13 0.11 0.334659090909091 0.3411627906976741], ...
77 'FontSize', 14, ...

78 'FontName', 'Times New Roman');

79 %xlim(axes3, [0 301);

80 box (axes3, 'on');

81 %grid(axes3,'on');

82 hold(axes3, 'all');

83 % Plot figura

84 plot(t,x(:,3));

85 ylabel ({'d\theta/dt [\circ/s]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New
Roman') ;

86 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman') ;

87 % Creacidn ejes 4

88 axesd = axes('Parent',figure3, ...
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89 'Position', [0.570340909090909 0.11 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

90 'FontSize', 14, ...

91 'FontName', 'Times New Roman');

92 %xlim(axes4, [0 307]);

93 box (axes4d4, 'on');

94 %grid(axes4,'on');

95 hold(axes4, 'all');

96 % Plot figura

o7 plot(t,x(:,4), 'Parent',axesd);

98 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

99 ylabel ({'d\psi/dt [\circ/s]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman') ;
100 % Respuesta de la senal de control

101 Creacién figura

102 figured4d = figure('Color',[1 1 11);
103 % Creacidén ejes 1
104 axesl = axes ('Parent',6 figure4d, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

105 %xlim(axesl, [0 307);

106 box (axesl, 'on');

107 hold(axesl, '"all')

108 % Plot figura

109 plot (t,—K_polos*x', 'Parent',axesl);

110 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
111 ylabel ({'Voltaje [V]'}, '"FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

Codigo fuente C.5: LQR_LMIs.m

% Controlador LQR—LMIs

Este archivo carga los datos del sistema NXT Ballbot para diseflar un
controlador bajo el esquema LQR mediante LMIs para el modelo politdpico
del sistema, luego de obtener las ganancias del controlador se realiza
un andlisis del sistema en lazo cerrado y posteriormente se grafica la
respuesta del sistema ante una entrada escaldn unitario, asi como su
respuesta ante condiciones iniciales.

-

© 0w N O ooa W N
o o0 o0 o° o° oo o

o°

Obtencidén de datos del sistema NXT Ballbot
Parametros_Matrices_NXT_Ballbot;

% Diseflo y obtencidén de las ganancias del controlador
12 % Matrices aumentadas por la accidn integral

=
o

o\

11

o

13 Al_hat = [ Al zeros (size (Bl))
14 —Cy 015
15 A2 _hat = [ A2 zeros (size (Bl))
16 —Cy 0 1;
17 A3_hat = [ A3 zeros (size (B3))
18 —Cy 0 1;
19 A4_hat = [ A4 zeros (size (B3))
20 —Cy 0 1;
21 Bl_hat = [ Bl

22 0 1;

23 B3_hat = [ B3

24 0 1;

[o)

25 % Matrices de ponderacidén Q y R
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26 Q = [ 1 0 0 0 0

27 0 6e5 0 0 0

28 0 0 1 0 0

29 0 0 0 1 0

30 0 0 0 0 1e3 ]; % ponderacién de los estados del sistema
31 R = 6e3% (180 / pi)"2; % ponderacidén de la accidédn de control

32 Rsq = R"(1/2);
33 % Cdlculo de las ganacias del controlador LQR mediante restricciones LMI
Inicializacién de las LMIs

etlmis([]);

Variales en las LMIs

o\

34
35

)]

o°

36

37 P = lmivar(l, [5 11]); $ P matriz simétrica de 5x5

38 X = lmivar(2,[1 17); $ X variable 1x1

39 Y = lmivar (2, [1 5]); % Y vector de 1x5

40 mu = 7; $ mu es la limitacidén en la accién de control
41 % LMI#1 Matriz simétrica definida positiva

2 P >0

43 Imiterm([—1 1 1 P],1,1);
44 % LMIs#2,3,4,5 para A1—>A4
45 % AlxP 4+ P*Ai1' — BixY — Y'xBi' + I < O

46 lmiterm([2 1 1 P],Al_hat,1,'s"); % Al_hatxP + PxAl_hat'
47 lmiterm([2 1 1 Y],Bl_hat,—1,'s"); % —Bl_hat*Y — Y'xBl_hat
48 lmiterm([2 1 1 0]1,1); $ I

49 Imiterm([3 1 1 P],A2_hat,1,'s"); % A2_hat*P + P%xA2_hat'
50 lmiterm([3 1 1 Y],Bl_hat,—1,'s") % —Bl_hat*Y — Y'«Bl_hat
51 lmiterm([3 1 1 0],1); $ 1

52 lmiterm([4 1 1 P],A3 _hat,1,'s"); % A3_hat+xP + PxA3_hat'
53 lmiterm([4 1 1 Y],B3_hat,—1,'s"); % —B3_hat*Y — Y'%B3_hat
54 lmiterm([4 1 1 01,1); $ I

55 lmiterm([5 1 1 P],A4 _hat,1,'s"); % Ad_hat+«P + PxA4d_hat'
56 lmiterm([5 1 1 Y],B3_hat,—1,'s") % —B3_hat*Y — Y'xB3_hat
57 lmiterm([5 1 1 0],1); $1I

58 % LMI#6 para la operacién de Trace(.)

50 50— —

60 % | X RM(1/2) *Y \

61 % | Y'xR™~(1/2) P | > 0 % Rsq = R™(1/2)

62 % — -

63 lmiterm([—6 1 1 X],1,1); % X

64 lmiterm([—6 2 1 —Y],1,Rsq); S Y'"«R™(1/2)

65 lmiterm([—6 2 2 P],1,1); P

66 % LMI#7 Restricciones asociadas a la entrada de control

67 % — -

68 3| 1 x(0)"' \

69 5| | > 0 />

70 % x(0) p |

% — —

72 x0tr = [0 4 0 0 01"';

73 lmiterm([—7 1 1 01,1); $1

74 Ilmiterm([—7 2 1 0],x0tr); $ x(0)

75 lmiterm([—7 2 2 P],1,1); $ P

76 LMI#8 Restricciones asociadas a la entrada de control

7

P Y!' |

o° o° oP
\

78
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79 % | >0 />

80 % Y mu”~2*1I |

81 % —

g2 lmiterm([—-8 1 1 P],1,1); 5P
83 lmiterm([—8 2 1 Y],1,1); 5 Y
84 lmlterm([ 8 2 2 0],mu"2); 5 I
85 % Descripcidén interna del sistema LMI

g6 lmisys = getlmis;

87 % Definiendo el vector "c" a minimizar
88 n = decnbr (lmisys); % toma el numero de las variables de decisidn
89 Cc = zeros(n,1); % crea un vector de ceros de tamaio nxl1
90 % Tr(QxP) + Tr(X), 'trace' suma los elementos de la diagonal
91 % Obtencidn del vector c para resolver mincx

92 for i=l:n

93 [Pj, Xj, Yj] = defcx(lmisys, i, P, X, Y);

94 c (i) = trace(QxPj) + trace(Xj);

95 end

96 % Opciones del solver para la resolucidén de las LMIs

97 opciones = [le—20, 100, -1, 5, 1];

98 % se minimiza el objetivo mediante las restricciones LMIs
99 [copt, xopt] = mincx(lmisys, c, opciones);

100 % Obtencidén de las variables de decisidén en matrices y la ganancia K
101 Xopt = dec2mat (Imisys, xopt, X);

102 Yopt dec2mat (lmisys, xopt, Y);

103 Popt dec2mat (lmisys, xopt, P);

104 K_lgrlmi = Yopt/ (Popt) %K = Yopt*inv (Popt) ;

105 %% Andlisis del sistema NXT Ballbot en lazo cerrado

106 % Espacio de estados del sistema para Al_hat—>A4_hat con término integral

107 estados_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
108 'd\psi/dt [\circ/s]' 'error'};

109 entrada_cl = {'r'};

110 salidas_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
111 'd\psi/dt [\circ/sl' };

112 sysclltr = ss([A1-B1xK_lqgrlmi(l:4) —B1lxK_lqgrlmi(5); —Cy 0],

113 [zeros (size(B1l)); 1], [C zeros(size(Bl))],D, 'statename’,

114 estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
115 syscl2tr = ss([A2-B1xK_lqgqrlmi(l:4) —BlxK_lqgrlmi(5); —Cy 0],

116 [zeros (size(Bl)); 1], [C zeros(size(Bl))],D, 'statename’,

117 estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
118 syscl3tr = ss([A3—B3*K_lqgrlmi(l:4) —B3xK_lqgrlmi (5); —Cy 0],

119 [zeros (size(B3)); 1], [C zeros(size(B3))],D, 'statename'

120 estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
121 syscldtr = ss([A4-B3xK_lqgrlmi(l:4) —B3xK_lqgrlmi (5); —Cy 0],

122 [zeros(size(B3)); 11, [C zeros(size(B3))],D, 'statename’,

123 estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
124 % Andlisis de estabilidad

125 polos_lazocerradol = pole(sysclltr)

126 polos_lazocerrado2 = pole(syscl2tr)

127 polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr)

128 polos_lazocerradod4 = pole(sysclédtr)

120 % gréfica de los polos en lazo cerrado

130 figurel = figure('Color',[1 1 11);

131 pzmap (sysclltr);
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132 grid on;

133 hold on;

13¢ pzmap (syscl2tr);

135 pzmap (syscl3tr);

136 pzmap (sysclédtr);

137 hold off;

138 %% Simulacidén de la respuesta del sistema ante el controlador

139 t = 0:0.004:15;

140 % Respuesta del sistema ante una entrada escaldn unitario

141 % Creacidén figura

142 figure2 = figure('Color',[1 1 11);

143 % Creacidén ejes 1

144 axesl = axes ('Parent',6 figure2, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

145 %xlim(axesl [O 15]1);

146 box (axesl,' ")

147 step(sysclltr,‘

148 hold on

149 step(syscl2tr, 'b—");

150 step(syscl3tr,'g:');

151 step(syscldtr, 'yv—.");

152 % Condiciones iniciales del sistema x(0)=x0 con término integral

153 x0tr = [0 4 0 0 0]"';

154 r = 0*xones(size(t));

155 [yltr,t,xltr]=lsim(sysclltr,r,t,x0tr);

156 [y2tr,t,x2tr]=lsim(syscl2tr,r,t,x0tr);

157 [y3tr,t,x3tr]l=lsim(syscl3tr,r,t,x0tr);
[v4tr,t,x4tr]=1sim(syscldtr,r,t,x0tr);

159 % Respuesta del sistema ante condiciones iniciales

4
r');

158

160 Creacién figura
161 figure3 = figure('Color',[1 1 11);
162 % Creacidén ejes 1

163 axesl = axes('Parent',6 figure3,

164 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747,

165 'FontSize', 14,

166 'FontName', 'Times New Roman');

167 %x1lim(axesl, [0 30]);
168 box (axesl, 'on');

169 %grid(axesl, 'on');
170 hold(axesl, 'all');
im % Plot figuras

172 plot (t,xltr(:,1), 'Parent’',axesl, 'Color',[1 0 01);

173 plot (t,x2tr(:,1), 'Parent’',axesl, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 11);
174 plot (t,x3tr(:,1), 'Parent',axesl, 'LineStyle',"':"', "Color', [0 1 0]);
175 plot (t,x4tr(:,1), 'Parent',axesl, 'LineStyle','—. ", "Color', [1 1 01);

176 ylabel ({' \theta [\circ]'}, 'FontSize', 16, '"FontName', 'Times New Roman');
177 % Creacidén ejes 2

178 axes2 = axes ('Parent', figure3,

179 'Position', [0.570340909090909 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747,

180 'FontSize', 14,

181 'FontName', 'Times New Roman');

182 %x1lim(axes2, [0 30]);
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183 box (axes2, 'on');
184 %grid(axes2, 'on');
185 hold (axes2, 'all');
186 % Plot figuras

187 plot (t,xltr(:,2), 'Parent’',axes2, 'Color',[1 0 01]);

188 plot (t,x2tr(:,2), 'Parent',axes?2, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 11);
189 plot (t,x3tr(:,2), 'Parent',axes?2, 'LineStyle',":"',"Color', [0 1 0]);
190 plot (t,x4tr(:,2), 'Parent’',axes2, 'LineStyle','—. ", "Color',[1 1 01]);

191 ylabel ({'\psi [\circ]'}, 'FontSize', 16, '"FontName', 'Times New Roman');
192 % Creacidén ejes 3

193 axes3 = axes('Parent',6 figure3,

194 'Position', [0.13 0.11 0.334659090909091 0.3411627906976741], ...
195 'FontSize', 14,

196 'FontName', 'Times New Roman');

197 %xlim(axes3, [0 30]);
198 box (axes3, 'on');

199 %grid(axes3, 'on');
200 hold(axes3, 'all'");
200 % Plot figuras

202 plot(t,xltr(:,3), 'Parent',axes3, 'Color',[1 0 0]);

203 plot (t,x2tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 1]);

204 plot (t,x3tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle',"':", "Color', [0 1 0]);

205 plot(t,x4tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle','—.",'Color',[1 1 01]);

206 ylabel ({'d\theta/dt [\circ/s]'},'FontSize',16, 'FontName', 'Times New

Roman') ;
207 xlabel ({'tiempo [s]'"}, '"FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
208 % Creacidén ejes 4

200 axesd = axes('Parent',6 figure3,

210 'Position', [0.570340909090909 0.11 0.334659090909091
0.3411627906976747,

211 'FontSize', 14,

212 'FontName', 'Times New Roman');

213 %xXlim(axes4, [0 30]);
214 box (axesd,'on');

215 %grid(axes4, 'on');
216 hold(axes4d,'all');
217 % Plot figuras

218 plot(t,xltr(:,4), 'Parent',axes4, 'Color',[1 0 0]);

219 plot (t,x2tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle','—", 'Color', [0 0 117);
220 plot (t,x3tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle',"':", " "Color', [0 1 0]);
221 plot (t,x4tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle','—.", "Color',[1 1 0]);

222 ylabel ({'d\psi/dt [\circ/s]'},'FontSize', 16, 'FontName', 'Times New Roman');
223 xlabel ({'tiempo [s]'}, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

224 % Respuesta de la sehal de control

225 % Creacidn figura

226 figured4d = figure('Color',[1 1 17]);

227 % Creacidén ejes 1

228 axesl = axes('Parent', figure4, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
229 %x1lim(axesl, [0 30]);

230 box (axesl, 'on');

231 hold(axesl, 'all'")

232 % Plot figuras

233 plot (t,—K_lgrlmixxltr', 'Parent',axesl, 'Color',[1 0 01);
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234 plot (t,—K_lgrlmixx2tr', 'Parent',axesl, 'LineStyle','—", '"Color', [0 O 11);
235 plot (t,—K_lgrlmixx3tr', 'Parent',axesl, 'LineStyle',':"', "Color', [0 1 01);
236 plot (t,—K_lgrlmixx4tr', 'Parent’',axesl, 'LineStyle','—.","Color', [1 1 0]);
237 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

238 ylabel ({'Voltaje [V]'}, '"FontSize', 14, 'FontName', 'Times New Roman');

Codigo fuente C.6: Polos  LMIs.m

% Controlador Ubicacidén de Polos en Regiones LMI

Este archivo carga los datos del sistema NXT Ballbot para disefhar un
controlador bajo el esquema de ubicacidén de polos en regiones LMI para el
modelo politdpico del sistema, luego de obtener las ganancias del
controlador se realiza un andlisis del sistema en lazo cerrado y

-

- W N

posteriormente se grafica la respuesta del sistema ante una entrada

o° o0 o° o° o° o o

escaldn unitario, asi como su respuesta ante condiciones iniciales.

© 0w =N o o

o\

Obtencidén de datos del sistema NXT Ballbot

10 Parametros_Matrices_NXT_Ballbot;

11 %% Diseflo y obtencidén de las ganancias del controlador
o

12 % Matrices aumentadas por la accidn integral

13 Al _hat = [ Al zeros (size (Bl))
14 —Cy 0 1;
15 A2_hat = [ A2 zeros (size (Bl))
16 —Cy 0 1;
17 A3_hat = [ A3 zeros (size (B3))
18 —Cy 0 1;
19 A4_hat = [ A4 zeros (size (B3))
20 —Cy 0 1;
21 Bl_hat = [ Bl

22 0 1;

23 B3_hat = [ B3

24 0 1;

25 % Calculo de las ganacias del controlador mediante restricciones LMI
26 % Definicidén de la regidén LMI W(alfa,r,theta)
27 disp('Defina la Regidén LMI W(alfa,r,theta) y la restriccidén de control mu')

28 alfa = input ('Introduzca el valor de alfa, ');

20 r = input ('Introduzca el valor de r, ");

30 theta = input ('Introduzca el valor de theta en grados, ')=*(pi/180);
31 mu = input ('Introduzca el valor de mu, ');

32 % Inicializacién de las LMIs
33 setlmis([]);

Variables en las LMIs
Imivar (1, [5 11);
Imivar (2, [1 5]); vector 1x5

Imivar (2, [1 11); variable 1x1

IMI#1 Matriz simétrica definida positiva W

39 W > 0

40 Imiterm([—1 1 1 W],1,1);

41 % LMIs#2,3,4,5 restricciones asociadas al pardmetro alfa de Al_hat—>A4_hat
42 $ A_1+«W + WxA_1' — B_1i*Y — Y'xB_1' + 2xalfa*W < 0

43 Imiterm([2 1 1 W],Al_hat,1,'s"); % Al_hat+«W + WxAl_hat'

44 Imiterm([2 1 1 Y],Bl_hat,—1,'s"); % —Bl_hatx¥Y — Y'xBl_hat'

34
matriz simétrica de 5x5

35
36

o° o o
X K=

37
38

o o X <K= o°
]
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45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78

79

80

81

82

83

84

85

86
87

Imiterm([2 1 1 W],2+alfa,l); % 2xalfaxW
Imiterm([3 1 1 W],A2_hat,1,'s"'); % A2_hat+W + W+xA2_hat'
Imiterm([3 1 1 Y],Bl_hat,—1,'s") % —B1l_hat*Y — Y'«B1l_hat'
Imiterm([3 1 1 W],2+alfa,l); % 2+«alfaxW
Imiterm([4 1 1 W],A3_hat,1,'s"); % A3_hatxW + WxA3_hat'
Imiterm([4 1 1 Y],B3_hat,—1,'s"); % —B3_hat*Y — Y'+xB3_hat'
Imiterm([4 1 1 W],2*alfa,l); % 2+«alfaxW
Imiterm([5 1 1 W],A4_hat,1,'s") % Ad_hat+W + WxA4_hat'
Imiterm([5 1 1 Y],B3_hat,—1,'s") % —B3_hatxY — Y'xB3_hat'
Imiterm([5 1 1 W],2+xalfa,l); % 2+«alfaxW
% LMIs#6,7,8,9 Restricciones asociadas a r para Al_hat—>A4_hat
3| —r*W A _1+xW — B_1ixY |
S| | <0
S WxA_i' — Y'xB_ i —r*W \
Imiterm([6 1 1 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([6 1 2 W],Al_hat,1); % Al_hat*W
Imiterm([6 1 2 Y],Bl_hat,—1); % —B1l_hatx*Y
Imiterm([6 2 2 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([7 1 1 W],—r,1); & —r*W
Imiterm([7 1 2 W],A2_hat,1); % A2_hat*W
Imiterm([7 1 2 Y],Bl_hat,—1); % —B1_hat~*Y
Imiterm([7 2 2 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([8 1 1 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([8 1 2 W],A3_hat,1); % A3_hat*W
Imiterm([8 1 2 Y],B3_hat,—1); % —B3_hat«*Y
Imiterm([8 2 2 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([9 1 1 W],—r,1); S —r*W
Imiterm([9 1 2 W],A4_hat,1); % A4_hat+*W
Imiterm([9 1 2 Y],B3_hat,—1); % —B3_hatx*Y
Imiterm([9 2 2 W],—r,1); & —r*W
IMIs#10,11,12,13 Restricciones asociadas a theta para Al_hat—>A4_hat

o
o
o
)

% sin(theta) * (A_1+W+W*A_i'—B_ixY—Y'*B_1i"'")
cos (theta) * (A_1i+xW—B_ixY—W*A_1'+Y'xB_1i'")

| <0

% cos (theta) * (WxA_1"'—Y'xB_1i'—A i+xW+B_1ix*Y)
sin(theta) * (A_i+W+W*A_i'—B_i*Y-Y'*xB_1i"'")

Imiterm([10 1 1
WxAl hat')
Imiterm([10 1 1

Y'«Bl_hat'")
Imiterm([10 2 1
Imiterm([10 2 1
Imiterm([10 2 1

W],Al_hat,sin(theta),’
Y],Bl_hat,—sin(theta),
W], (Al_hat),—cos (theta

W], cos (theta), (Al_hat)
Y], (Bl_hat), cos (theta)

o\

s'); sin(theta) * (Al_hat+W +

o\

's'); sin(theta)* (—Bl_hat*Y —
cos (theta)x (—Al_hat) *xW
Wxcos (theta) » (A1l_hat) '
cos (theta) « (B1_hat) Y

))
')
)i

o° o° oe
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88 Imiterm([10 2 1 —Y],—cos(theta),Bl_hat');
89 Imiterm([10 2 2 W],Al _hat,sin(theta), 's");

—Y'xcos (theta) *xBl_hat'
sin(theta) * (Al_hat+xW +

o° oo

WxAl _hat')
90 Imiterm([10 2 2 Y],Bl_hat,—sin(theta), 's'); % sin(theta) (—Bl_hat*Y —
Y'«xBl_hat')

o\°

91 Imiterm([11 1 1 W],A2 hat,sin(theta), 's');
sin (theta) * (A2_hat*W+W+xA2_hat')

92 Imiterm([11 1 1 Y],Bl_hat,—sin(theta), 's'"); % sin(theta) (—Bl_hatxY —
Y'«B1l_hat')

93 Imiterm([11 2 1 W], (A2_hat),—cos (theta)); % cos (theta) «x (—A2_hat) «W

94 Imiterm([11 2 1 W],cos(theta), (A2_hat)"'); % Wxcos (theta) » (A2_hat) '

95 Ilmiterm([11 2 1 Y], (Bl_hat),cos(theta)); % cos (theta) » (Bl_hat) *Y

96 Imiterm([11 2 1 —Y],—cos (theta),Bl_hat'); % —Y'xcos (theta) *Bl_hat'

97 lmiterm([11 2 2 W],A2_ hat,sin(theta), 's"); % sin(theta) = (A2_hat+W +
WxA2_ _hat')

98¢ Imiterm([11 2 2 Y],Bl_hat,—sin(theta), 's"'); % sin(theta) (—Bl_hat*Y —
Y'«Bl_hat'")

99 Imiterm([12 1 1 W],A3 hat,sin(theta), 's");
sin(theta) * (A3_hat+«W+W+xA3_hat')

100 Imiterm([12 1 1 Y],B3_hat,—sin(theta), 's'); % sin(theta)» (—B3_hat*Y —
Y'«B3_hat')

o\°

101 Imiterm([12 2 1 W], (A3_hat),—cos (theta)); % cos (theta) * (—A3_hat) *W

102 Ilmiterm([12 2 1 W],—cos(theta), (A3_hat)"); % Wxcos (theta) » (A3_hat) '

103 Imiterm([12 2 1 Y], (B3_hat),cos(theta)); % cos (theta) » (B3_hat) *Y

104 Imiterm([12 2 1 —Y],—cos (theta),B3_hat'); % —Y'xcos (theta) *B3_hat'

105 lmiterm([lZ 2 2 W],A3_hat,sin(theta), 's'"); % sin(theta) * (A3_hat+W +
WxA3_ ")

106 lmiterm([ 2 2 Y],B3_hat,—sin(theta), 's"); % sin(theta) (—B3_hat*Y —
Y'*BB_hat )

107 Imiterm([13 1 1 W],A4 _hat,sin(theta), 's'); $ ..

sin(theta) * (A4_hat+«W+W+A4_hat'")
108 Imiterm([13 1 1 Y],B3_hat,—sin(theta), 's');

oe

% sin(theta)* (—B3_hat*Y —

Y'+«B3_hat')
109 Imiterm([13 2 1 W], (A4_hat),—cos (theta)); % cos (theta)* (—A4_hat) *
110 Imiterm([13 2 1 W],cos(theta), (A4_hat)"'); % Wxcos (theta) » (A4_hat) '
111 Imiterm([13 2 1 Y],(B3 hat),cos (theta)); % cos (theta) =« (B3_hat) *Y
112 Imiterm([13 2 1 —Y],—cos (theta),B3_hat'); % —Y'xcos (theta) *B3_hat'
113 lmiterm([l3 2 2 W],A4_hat,sin(theta), 's'"); % sin(theta) * (A3_hat+W +
W*A3_ ")
114 Ilmiterm( [ 2 2 Y],B3_hat,—sin(theta), 's"); % sin(theta)* (—B3_hatxY —
Y'*BB_hat )

115 LMI#14 Restricciones asociadas a la entrada de control

116

117 % 1 x(0)"' \

118 % | > 0 />

119 3| x (0) W |

120 % — —

121 x0tr = [0 4 000 1",

122 lmiterm([—14 1 1 0],1); %1
1238 lmiterm([—14 2 1 0],x0tr); % x(0)
124 Ilmiterm([—14 2 2 W],1,1) T W

125 LMI#15 Restricciones asociadas a la entrada de control

o)
°
o)

°

126
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127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138

140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166

168
169
170
171
172
173
174
175
176

178
179

%| W Y' |

3| | >0 />
% Y mut2#*I |

Imiterm 1511 w],1,1);

o° o oo
H <=

([—
Imiterm([—15 2 1 Y1,1,1);
Imiterm([—15 2 2 0],mu"2);
% Descripcidén interna del sistema LMI
Imisys = getlmis;
% Obtencidén de las variables de decisidén en matrices y la ganancia K
[tmin, xfeas] = feasp(lmisys);
W = dec2mat (lmisys, xfeas, W) ;
Y = dec2mat (lmisys, xfeas,Y);
K_poloslmi = Y/W
%% Andlisis del sistema NXT Ballbot en lazo cerrado
% Espacio de estados del sistema para Al_hat—>A4_hat con término integral
S

estados_cl = {'\theta [\circ]' '"\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...
'd\psi/dt [\circ/s]' 'error'};

entrada_cl = {'r'};

salidas_cl = {'\theta [\circ]' "\psi [\circ]' 'd\theta/dt [\circ/s]'...

'"d\psi/dt [\circ/s]' };

sysclltr = ss([Al-BlxK_poloslmi(l:4) —BlxK_poloslmi (5); —Cy 0],...
[zeros (size(Bl)); 1], [C zeros(size(Bl))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);

syscl2tr = ss([A2—B1lxK_poloslmi(l:4) —B1lxK _poloslmi (5); —Cy 0], ...
[zeros (size(Bl)); 1], [C zeros(size(Bl))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname',entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
syscl3tr = ss([A3—B3xK_poloslmi(l:4) —B3xK_poloslmi (5); —Cy 0],...
[zeros (size(B3)); 1], [C zeros(size(B3))],D, 'statename’', ...
estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
syscldtr = ss([A4—B3xK_poloslmi(l:4) —B3xK_poloslmi (5); —Cy 0],...

[zeros (size(B3)); 1], [C zeros(size(B3))],D, 'statename', ...
estados_cl, "inputname', entrada_cl, 'outputname', salidas_cl);
% Andlisis de estabilidad

polos_lazocerradol = pole(sysclltr)
polos_lazocerrado2 = pole(syscl2tr)
polos_lazocerrado3 = pole(syscl3tr)
polos_lazocerrado4 = pole(sysclédtr)

% grafica de los polos en lazo cerrado

figurel = figure('Color',[1 1 11);

pzmap (sysclltr);

grid on;

hold on;

pzmap (syscl2tr);

pzmap (syscl3tr);

pzmap (sysclédtr);

hold off;

%% Simulacidén de la respuesta del sistema ante el controlador
t = 0:0.004:30;

% Respuesta del sistema ante una entrada escaldén unitario
Creacién figura

igure2 = figure('Color',[1 1 11);

Creacién ejes 1

oo M o
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180 axesl = axes ('Parent',6 figure2, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
181 %xlim(axesl, [0 157);
182 box (axesl, 'on');
183 step(sysclltr,'r'");
184 hold on
185 step(syscl2tr, 'b—");
186 step(syscl3tr,'g:");
187 step(syscldtr, 'yv—.");
188 % Condiciones iniciales del sistema x(0)=x0 con término integral
189 x0tr = [0 4 0 0 O1"';
190 ¥ = 0*xones(size(t));
191 [yltr,t,xltr]l=lsim(sysclltr,r,t,x0tr);
192 [y2tr,t,x2tr]=lsim(syscl2tr,r,t,x0tr);
193 [y3tr,t,x3tr]=lsim(syscl3tr,r,t,x0tr)
194 [y4tr,t,x4tr]=1lsim(sysclédtr,r,t,x0tr);
% Respuesta del sistema ante condiciones iniciales

4

195
196 % Creacidén figura
197 figure3 = figure('Color',[1 1 11);
198 % Creacidn ejes 1

199 axesl = axes('Parent', figure3, ...

200 'Position', [0.13 0.583837209302326 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

201 'FontSize', 14, ...

202 'FontName', 'Times New Roman');

203 wxlim(axesl, [0 301);
204 box (axesl, 'on');

205 %grid(axesl,'on');
206 hold(axesl, 'all');
207 % Plot figuras

208 plot(t,xltr(:,1), 'Parent',axesl, 'Color',[1 0 0]);

200 plot (t,x2tr(:,1), 'Parent',axesl, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 11]);
210 plot (t,x3tr(:,1), 'Parent',axesl, 'LineStyle',"':", "Color', [0 1 0]);
211 plot(t,x4tr(:,1), 'Parent',axesl, 'LineStyle','—.", 'Color',[1 1 01]);

212 ylabel ({'\theta [\circ]'},'FontSize',16, ' 'FontName', 'Times New Roman') ;
213 % Creacidén ejes 2

214 axes2 = axes ('Parent',figure3, ...

215 'Position', [0.570340909090909 0.583837209302326 0.334659090909091
0.34116279069767471, ...

216 'FontSize', 14, ...

217 'FontName', 'Times New Roman');

218 %xlim(axes2, [0 30]);
219 box (axes2, 'on');

220 %grid(axes2,'on');
221 hold(axes2, 'all');
222 % Plot figuras

223 plot (t,xltr(:,2), 'Parent',axes2, 'Color',[1 0 0]);

224 plot (t,x2tr(:,2), 'Parent',axes2, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 11]);
225 plot (t,x3tr(:,2), 'Parent',axes2, 'LineStyle',"':", "Color', [0 1 0]);
226 plot (t,x4tr(:,2), 'Parent',axes2, 'LineStyle','—.",'Color',[1 1 01);

227 ylabel ({"\psi [\circ]'}, 'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman') ;
228 % Creacidn ejes 3

229 axes3 = axes('Parent', figure3, ...

230 'Position', [0.13 0.11 0.334659090909091 0.34116279069767417, ...
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231 'FontSize', 14, ...

232 'FontName', 'Times New Roman');
233 %xlim(axes3, [0 30]);

234 box (axes3, 'on');

235 %grid(axes3, 'on');

236 hold (axes3, 'all');

237 % Plot figuras

238 plot (t,xltr(:,3), 'Parent',axes3, 'Color',[1 0 0]);

239 plot (t,x2tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 11]);
240 plot (t,x3tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle',"':", "Color', [0 1 01]);

241 plot (t,x4tr(:,3), 'Parent',axes3, 'LineStyle','—.", "Color', [1 1 0]);
242 ylabel ({'d\theta/dt [\circ/s]'},'FontSize',16, 'FontName', 'Times New

Roman') ;
243 xlabel ({'tiempo [s]'}, '"FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
244 % Creacidn ejes 4

245 axesd4 = axes('Parent', figure3, ...

246 'Position', [0.570340909090909 0.11 0.334659090909091
0.3411627906976747, ...

247 'FontSize', 14, ...

248 'FontName', 'Times New Roman');

249 %x1lim(axes4d, [0 30]);
250 box (axesd, 'on');

251 %grid(axes4, 'on');
252 hold(axes4d, 'all');
253 % Plot figuras

254 plot (t,xltr(:,4), 'Parent',axes4, 'Color',[1 0 0]);

255 plot (t,x2tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle','—", "Color', [0 O 1]);
256 plot (t,x3tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle',':"',"Color', [0 1 0]);
257 plot (t,x4tr(:,4), 'Parent',axes4, 'LineStyle','—.", "Color', [1 1 0]);

258 ylabel ({'d\psi/dt [\circ/s]'},'FontSize',16, 'FontName', 'Times New Roman');
259 xlabel ({'tiempo [s]'}, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');

260 % Respuesta de la senal de control

261 % Creacidén figura

262 figured4d = figure('Color',[1 1 1]);

263 % Creacidn ejes 1

264 axesl = axes('Parent', figure4, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman');
265 %x1lim(axesl, [0 30]);

266 box (axesl, 'on');

267 hold (axesl, 'all'")

268 % Plot figuras

260 plot (t,—K_poloslmixxltr', 'Parent',axesl, 'Color',[1 0 0]);

270 plot (t,—K_poloslmixx2tr', 'Parent',axesl, 'LineStyle','—", 'Color', [0 O 17);
271 plot (t,—K_poloslmixx3tr', 'Parent',axesl, 'LineStyle',':","Color', [0 1 01);
272 plot (t,—K_poloslmixx4tr', 'Parent',axesl, 'LineStyle','—.", 'Color',[1 1 0]);
273 xlabel ({'tiempo [s]'}, 'FontSize',14, 'FontName', 'Times New Roman')

1

)i

274 ylabel ({'Voltaje [V]'}, '"FontSize',14, '"FontName', 'Times New Roman
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Apéndice D

Modelo del sistema en Simulink®

El modelo del controlador del sistema NXT en Simulink® consta de 4 bloques principales:
el controlador del sistema, el modelo de la planta del sistema para la simulacion, el hardware
del sistema para su implementacion fisica, asi como la adquisicién de las senales en tiempo real.

P& Control Sistema NXTBall {is
['File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help

E-8 < He-E 40P ©- = [ — R A
Model Browser = Control_Sistema_NXTBallbot

4 [%4] Control_Sistema_NXTBallbot © |[Pa] Control Sistema_NXTBallbot »
4 [?a] Controlador
[Pa] Calibracién_Sensores Giroscépicos
4 [Pa] Controlador
4 [Pa] Calculo_Estado x
4 [Pa] Cal_psidot
[Pa) Cal gyro_offset
[%a] Derivador Discreto
P2 Filtro_Pasa_Bajas
] Integrador_Discreto
4 [Pa] Entrada_Referencia_x.
[Pa] Integrador_Discreto P
[Pa] Integrador_Discreto
4 [af PWM
P2 Cat volmex Planta Ballbot NXT.
& Hardware Ballbot NXT
[Pa) Monitor de variables en tiempo real
[fa) comparativa.x
P3| comparativa_y
[Pa) grados_radianes_cm .
4 [5a] Planta Ballbot NXT Control del Sistema NXT Ballbot
4 [Pa] NXT Ballbot
4 [Pa] Actuadores
[ Calvol.max 2
4 [l Planta
[%a] Planta_sistema_Ballbot NXT
[Pa] Sensors Hardware Ballbot NXT
4 [Pa] Visor de variables simulacién
[22] comparativa x thetadot_ref z

M E 2] s

[Pa] grados_radianes_cm
:

Entradas de Referencia

BuUEs

, estados|

4

Controlador

3 o005 Entommo

pem_z pwm_z

referencia_t ferencia_theta

Sefiales sensores
estados x
Controlador Monitor de variables en tiempo real

Ready 100%

Figura D.1: Estructura del modelo en Simulink®
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Bloque del controlador del sistema

En esta seccién se incluyen los subbloques que constituyen al bloque principal del con-
trolador del sistema NXT ballbot.

Controlador del Sistema NXT Ballbot

(@b i
thetadot_ref z ingl n
| Stngfef
@ Round = Simplest
N . 2 int8
thetadot_ref x thetadot_ref 0 ' o —

Round = Simplest pwm_z
e >=tiempo_inicio $
reloj_sistema

v
NOT I el .
theta_m_z |::| ; o g D
ingl theta m Round = Simplest pwm_X
J

theta_m_x
.
bateria——{ doubl
Senales sensores - D
gyro_z Round = Simplest bateria
gyro
Round = Simplest
gyro_x
estados )
Round = Simplest estados_x
bateria n
L——»{ Gyro_|  Gyro_Offset 0 gyro_offset
4 doub ‘j] 3
Calibracién_Sensores Round = Simplest voltaje
Giroscopicos
bateria theta ref

Round = Simplest referencia_theta

Esquema_Retroalimetacion_Estados

Figura D.2: Contenido del bloque principal del controlador
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Actualizacion del offset de los sensores giroscépicos

Filtro pasa bajas
Gyro Offset01 = (1 - a_gc) * Gyrol + a_gc *Gyro Offset01

A D
Gyro 1 Gyro Offset 01
@ 1/z

LEGO
440 Freq

Speaker

Figura D.3: Bloque de calibraciéon de los sensores giroscopicos.

Esquema de retroalimentacion de estados del sistema NXT Ballbot

Determina el porcentanje de trabajo del PWM necesario para minimizar la diferencia entre el valor de referencia y el sensado

In Out| ‘ k i*u ) vol EL"@
_ ! pwmz

thetadot_ref 0 theta_ref] f,\ ‘ 2
thetadot_ref_0 Integrador_Discreto Ganancia_Integral PWMNind
- - —»] bateria
Entrada_Referencia_x E/I
PWM pwmx
(GED)
voltaje
D)
theta_m theta_ref
theta_m theta B
&)
Gyroo estados
gyro
k ffu
Gyro_Offset »(3
gyro_offset Ganancia_Retroalimentacion bateria
Cilculo_Estado_x
(@D,
bateria

Figura D.4: Bloque de retroalimentacion de estados.
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Se agrupan los valores de los estados sensados en el estado x-z

D

theta

Com b—f] o
@y, Y
theta_m _J |
2 Gyro Integrador_Discreto —(2)
1

~ thetadot
Gyroo PSid0 fmd _+ In  Out In  Ouf X
N [ E—
Gyro_Offset Filtro_Pasa_Bajas Derivador_Discreto
Gyro_Offset psidot

Cal_psidot

Figura D.5: Calculo de los vectores de estado.

Se determina el valor de psidot a partir del valor sensado y el offset

Gyro Psidot

Gyro
Gyro_Offset

Gyro_Offset 0
Gyro_Offset

Cal gyro_offset

Figura D.6: Calculo del valor de 9.

Filtro pasa bajas

gyro_offset_u=(1-a_gd) * gyro_read + a_gd * gyro_offset

@_.{ ol O @)
Gyro Gyro_Offset
1 uje
| Y —
ZIC4_..2

Unit Delay Gyro_Offset 0
External IC

Figura D.7: Filtro pasa bajas para la actualizacion del offset del sensor.
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Derivador discreto (Método de Diferencias Hacia atras)

u0)=0
y(m) =1000 * [u(n) - u(n - 1)] / ts1 (ts1 [msec])

Out

In

Figura D.8: Derivador discreto.

Filtro pasa bajas

Y(z) = H(z) * U(z) y(0)=0
1-a y(m)=a*ym-1)+(1-a)*u(n)
H(z) = —--mmmreee
1-a*z7(-1)
» g »(D
In Out
ad < 1/z |«

Figura D.9: Filtro pasa bajas.

Integrador discreto (Método de Euler hacia adelante)

S0)=0
S(n) =S(n - 1) + u(n)
y(n) =ts1 * S(n) / 1000 (ts1 [msec])

@D :/{\ > 1/z » ts]

inl

outl

Figura D.10: Integrador discreto.
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Se determina el estado de referencia a ser comparado

y

@ »|inl outl :@

thetadot ref 0 theta ref

Integrador_Discreto

Figura D.11: Calculo de la entrada de referencia.

Senal PWM

Convierte la sefial de voltaje de control al ciclo de trabajo del PWM

@y >|x

vol 100 o —J > »(D
@—y bateria vol_max > | o — pwm
bateria Compensador_Friccion Saturacion_PWM

Cal_vol max gain = pwm_gain max = 100

Determina el maximo voltaje suministrado offset = pwm_offset min =-100

al motor NXT por parte de la bateria . Lo

mediante una expresion experimental Compensacién de la friccién

viscosa y de Coulomb del actuador

Figura D.12: Bloque de conversion de voltaje a PWM.

Calculo del voltaje maximo en la bateria del NXT

CTD)—>»| 0.001089 : D

bateria vol_max

Datos experimentales

0.625
DataType = single

Figura D.13: Calculo del voltaje maximo en la bateria del ladrillo NXT.
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Bloque del hardware del sistema

En esta secciéon se incluyen los subbloques que constituyen al bloque principal del hard-
ware del sistemma NX'T ballbot.

Asignacion de valores a los actuadores y adquisicion de valores de los sensores del sistema

LEGO reloj_sistema
— »
»| double|
Round = Nearest
Timer
LEGO
q
hnr theta_m_z 'M _
Port B Round = Nearest
Encoder_llanta_eje_z
LEGO LEGO
D > » doublel >
pwm_z @ Pty theta_m_x 'M’
pwm_z Port B Port C Round = Nearest
Motor_eje z Encoder_llanta_eje_x
LEGO LEGO Estados Sensores
e ,—> Reales
(D pwm_x @ @ gyro_z '% -
pwm_x Port C Port 1 Round = Nearest d
Motor_eje_x Gyro Sensor
LEGO
N L
X »| double|
Port 2 Round = Nearest
Gyro Sensorl
LEGO LEGO
> >
m) bateria '|_|dOUble T
Round = Nearest ¥ Line |
Bateria LCD

Figura D.14: Bloque de interaccién con el hardware del sistema.
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Bloque de la adquisicion de senales del sistema

En esta seccidon se incluyen los subbloques que constituyen al bloque principal encargado
de la adquisicion de senales del hardware del sistema NX'T ballbot.

Variables del Sistema NXT Ballbot

A4

A 4

voltaje

voltaje_x

0
voltaje_y

@D,

referencia_theta

&

estados_x

D >
pwmz_pwmx bateria
voltaje z x_ bateria
theta z N Check
z_ref . >
- . Static Range
psi_z » L
thetadot_z > »>
z : L2 i
psidot z >
P ZX Graph
comparativa_x Estado_z
»| thetadot z distancia z »
theta x » . .
x_ref - thetadot_x distancia_x »
psi_x >
sl - grados_radianes_cm posicion
. o=
psidot_x >
Estado_x

comparativa_y

Figura D.15: Bloque para

monitorear las seniales del sistema.
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Convierte el desplazamiento angular a centimetros en el plano z-x

== s
thetadot_z d

Round = Nearest . ) istancia_z
grados2radianes m2cm

@5 W R » D
thetadot x

Round = Nearest . o distancia_x
grados2radianes] m2cm

ul| —

@l —

Figura D.16: Bloque de conversion del desplazamiento angular de la pelota a desplazamiento
lineal.
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Bloque del modelo dinamico del sistema

En esta seccion se incluyen los subbloques que constituyen al bloque principal que modela
la dindmica del sistema NXT ballbot.

Digital Clock

GYROO

Round = Nearest

reloj_sistema

Adquisicion de las variables de estado del modelo matematico

Round = Nearest

b

DataType = uint16

BATERIAO

DataType = uintl6

P

(@,

pwmz

D

pwmx

reloj_sistema

gyro_offset

bateria

pwm_z

pwm_x

theta_m_z|

theta m_x

gyro_z

Zyro_xi

Round = Nearest

Round = Nearest

Round = Nearest

double

Round = Nearest

NXT Ballbot

Joubl bateria

Round = Nearest

» »>

———

Sefiales Sensores
Simulacion

Figura D.17: Bloque de interaccién con el modelo dindmico del sistema.
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@

Planta Ballbot NXT, Actuadores y Sensores.

> doubl%

gyro_offset Round = Nearest
@ » reloj_sistema
reloj_sistema
»| bateria estados
bateria Round = Nearest
@_ » pwm_z vol vol
pwm_z Round = Nearest
(&P, ;@ h PR Planta
pwm_x Round = Nearest
Actuadores

Figura D.18: Bloque que

Convierte el ciclo de trabajo del PWM a la seiial de voltaje de control

Zona muerta del actuador

1/pwm_gain

theta m z -int32 C D
gyro_offset Round = Nearest ~ theta m_z
theta m_x| -int32 C2)
Round = Nearest ~ theta m_x
2l &>
(e Round = Nearest gyro_z
o 8 ™
Round = Nearest gyro_x
Sensores
estados
voltaje
bateria
pwm_z
pwm_x

Visor de variables simulacion

bateria

A
pwm_x start=-pwm_offset

end=pwm_offset
D >
bateria

Figura D.19:

vol_ma:

simula al hardware del sistema NXT ballbot.

vol

Cal vol max

Determina el maximo voltaje suministrado
al motor NXT por parte de la bateria
mediante una expresion experimental

Bloque de conversion de la senal PWM a voltaje.



172 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control

Inicia el modelo NXT Ballbot, luego de la calibracion
de los sensores giroscopicos

reloj sistema

CD——
| tiempo_inicio |—>

DataType = uint32

@H VOl

vol

estados

(D

estados

Planta_sistema_Ballbot NXT

Figura D.20: Bloque de inicializacién del modelo en espacio de estados del sistema.

Modelo NXT Ballbot

Modelo linealizado del péndulo invertido en los ejes x-y , z-y

—f

vol
—

x' = Ax+Bu
y = Cx+Du

State-Space z

x'= Ax+Bu
y =Cx+Du

v

v

State-Space x

—(D

estados

Figura D.21: Calculo de los estados del sistema.
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Calculo de los valores de los estados actuales, simulando al hardware del sistema

» UY]| >+ E :
Indices = 1 J[1,2] ! theta m z
- " VY - E
estados — theta m x

Indices =2,[1, 2]
» UY] >+ E

L | gyro_z
Indices = 4,[1, 2]
C1) P+
gyro_offset E
gyro_x

Figura D.22: Bloque para adecuar los estados actuales a los obtenidos por los sensores del
sistema.
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Apéndice E

Proceso de ejecucion del modelo
implementado en Simulink®

Una vez que se obtienen todas las ganancias de los controladores diseiados y el modelo del
controlador para el NXT ballbot en Simulink®, se realiza un codigo en Matlab® que servira
para almacenar toda la informacion requerida por el modelo implementado en Simulink®,
tales como: los parametros fisicos del sistema, las matrices de estado, las ganancias de los
controladores, las ganancias de los filtros, los tiempos de muestreo y otros parametros de la
simulacion.

Codigo fuente E.1: Controlador.m

o\

=

Controladores para simulacién e implementacién

2 % Este archivo contiene las ganancias de los controladores para ser
3 % cargados en el archivo de Simulink y proceder a la simulacidén o ejecucidn
4 % del sistema en tiempo real.

5

6 % Obtencién de datos del sistema NXT Ballbot

7 clear all;

8 Parametros_Matrices_NXT_Ballbot;

9 %% Ganancia de los Controladores

10

11 % Controlador LQR

12 % Modelo 1

13 K_lgr = [-0.0150 —1.5698 —0.0270 —0.2325 0.00711;

14 % Modelo 2

15 K_1lgr_v2 = [—-0.0153 —2.0748 —0.0273 —0.3228 0.007171;
16 % Controlador Asignacién de Polos

17 % Modelo 1

18 K_polos = [ —0.0075 —1.4776 —0.0226 —0.13247;

19 % Modelo 2

20 K_polos_v2 = [ —0.1236 —23.7402 —0.2009 —2.3652]7;

21 % Controlador LQOR mediante LMIs

22 % Modelo 1, restriccidén control: mu=7

¥
w

K_lgrlmi = [-0.0072 —-1.3851 —-0.0181 —0.2298 0.00257;
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24

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

% Modelo 2, restriccidn con
K_lgrlmi_v2 = [-0.0074 —0
% Controlador Ubicacidn de
% Modelo 1 , parametros: al
K_poloslmi = [-0.0026 —1.
% Modelo 2 , paradmetros: al
K_poloslmi_v2 = [—-0.0056

o

Matrices estados:

o o° oP

de espacio de estados de

% nominal

A = A;

B = B;

% % vértice 1
$ A = Al;

$ B = Bl;

% % vértice 2
$ A = A2;

%$ B = Bl;

% % vértice 3
$ A = A3;

%$ B = B3;

% % vértice 4
$ A = A4;

$ B = B3;

o\

o° 0P o o

\O

Controlador LQR

= K_poloslmi(1:4);
—K_poloslmi (5);
K_poloslmi_v2(1:4);
—K_poloslmi_v2(5);

o
°
)

<

>
k_f = K_1lgr(l:4); % g
k_ i = —-K 1lqgr(5); % g
$ k_f =K lgr_v2(1l:4); %
$ k_i = —K_1lgr_v2(5); %
% Controlador por Asignaci
% k_f = K_polos; %
$ k_ 1 = 0; %
$ k_f = K _polos_v2; %
$ k_i = 0; %
% Controlador LQR mediante
% k_f = K_1lgrlmi(1l:4); %
% k_i = —K_lgrlmi(5); %
$ k_f =K lgrimi_v2(1:4); %
% k_ i =-K_ lgrlmi_v2(5); %
%_

A~ N NN

f
i
f
i

Simulink

ganancia
ganancia

ganancia
ganancia
ganancia
ganancia
LMIs

ganancia
ganancia
ganancia
ganancia

trol: mu=7

.9940 —0.0167 —0.1682 0.0023171;
Polos en Regiones LMI

fa= 0, r=2000, theta=85, mu=7

5075 —0.0175 —0.2326 0.000571;
fa= 0, r=2000, theta=85, mu=7

—1.2246 —0.0187 —0.1874 0.001971;

nominal y vértices
Se seleccionan los valores de las matrices A y B a emplear en el bloque

Pardmetros para la simulacidén del sistema en Simulink
Se seleccionan las ganancias a emplear en el controlador,
stablecen las condiciones iniciales,

asi como se
ganancias de los filtros y tiempos

e
de muestreo necesarios para el funcionamiento del archivo de Simulink.

anancia retroalimentacidén
anancia integral

retroalimentacidn
integral

6n de Polos

retroalimentacidn
integral
retroalimentacidn
integral

retroalimentacidn
integral
retroalimentacidn
integral

Controlador por Asignacién de Polos mediante LMIs

ganancia retroalimentacidn
ganancia integral
ganancia retroalimentacidn
ganancia integral

%
%
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77
78 % Tasas de muestreo de las tareas

79 tsl = 0.004; % tsl tiempo de muestreo [sec]
80 % Variables de tiempo
81 tiempo_inicio = 2000;

82 % parametros de friccidén de Coulomb y friccidn viscosa
83 pwm_gain = 1;

84 pwm_offset = 0;

85 % Coeficientes de lo
86 a_b = 0.8;

g7 a_d = 0.8;

88 a_r = 0.996;

89 a_gc = 0.8; offset calibracidén del sensor de giro

90 a_gd = 0.999; compensacién de la deriva del sensor de giro
91 % Valores configurados por el usuario

ganancia pwm

o o

offset pwm

filtros pasa bajas

valor promedio de la bateria
supresor del ruido en la velocidad
seflal de referencia suave

o0 o0 0 o oo

92 k_thetadot = 0.12/Rsx180/pi; % ganancia de la velocidad (0.12 [m/seg])
93 psi_dif_umb = 45; % umbral del &ngulo de inclinacidén del cuerpo [grados]
94 theta_dif_umb = 4x360; $ umbral del &ngulo de rodadura de la esfera [grados]
95 %simulacion

96 GYROO = 600; % valor inicial del sensor giroscépico

97 BATERIAO = 8200; % valor inicial de la bateria [mV]

<)

98 % valores iniciales

99 PSIO = 2; Valor inicial del &ngulo pitch del cuerpo [grados]

o° oo

w00 XIV = [ Estado inicial
101 0

102 PSIO

103 0

104 0

105 1;

106 % Tasas de muestreo
w7 TS = 0.004;

w8 ts = 0.001;

09 START_POS = [0, 0];

110 % Condiciones para la detencidén de la simulacidn
111 BODY_ANGLE_MAX = 35; % dngulo méximo del cuerpo
112 BODY_ANGLE_MIN = —35; % angulo minimo del cuerpo

En el modelo en Simulink® hacemos clic derecho y seleccionamos Model Properties, de la
ventana emergente nos dirigimos a Callbacks y luego seleccionamos InitFen donde escribimos
el nombre del archivo creado en Matlab® que servira de enlace, en este caso Controlador como
se muestra en la Figura E.1.

Para realizar la simulacion del modelo solo basta con dirigirnos a la pestana de Simulation,
luego Mode y seleccionar la opcion Normal, establecer el tiempo de simulaciéon y teclear la
combinacion de teclas Ctrl+T. Para generar el codigo ejecutable dentro del ladrillo NXT e
iniciar la comunicacion en tiempo real entre el sistema NXT ballbot y Simulink® nos dirigimos
nuevamente a la pestana de Simulation, luego Mode y seleccionar la opcion External, Luego
nos dirigimos a la pestana Tools, luego Run on Target Hardware y seleccionamos Prepare to
Run (Figura E.2(a)) para que se abra la ventana de configuracion de parametros, aqui se
establece el tipo de conexion para la descarga del codigo ejecutable que puede ser mediante




178 Desarrollo de un robot tipo ballbot para aplicaciones de control
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T DepinyDsgram

Control del Sistema NXT Ballbot

T:E i

iy I —

o Gancel ] [_re oo

‘Eotrades e Refencia

Figura E.1: Enlace entre el codigo de Matlab® y el modelo de Simulink®.

@ Configuration Parameters: Control_Sistema_NXTBallbot/Run on Hardware Configuration (Active) s

Select: Target hardware selection
Solver

Target hardware: [LEGO MINDSTORMS NXT. =)
Data Import/Export

Optimization
Diagnostics Host to target hardware connection
Hardvware Implementation | Connection type: (USB connection =

Model Referencing
Simulation Target

Code Generation L
Run on Target Hardware | [¥] Enable External mode =

Signal monitoring and parameter tuning

Set host COM port: Manually -

COM port number: 5|

Overrun detection

[7] Enable overrun detection

Communication between two NXT bricks
Control del Sistema NXT Ballbot

Enable communication between two NXT bricks

o &

ot e ST

7] oK Cancel | [__Help | [ Apply

= o s

(a) (b)

Figura E.2: (a) Configuracion para la implementacion fisica del controlador en el sistema NXT
ballbot; (b) activacion del monitoreo de las senales en tiempo real.

conexion usb o bluetooth, y y para habilitar el monitoreo de las senales activamos la casilla
Enable External Mode como se muestra en la Figura E.2(b). Luego dentro de la misma ventana
emergente nos dirigimos a Solver donde establecemos el tiempo de simulacion, como opciones
del Solver establecemos Fized-step, ode(Runge-Kutta) y un tamano de paso de 0.001. Por
ultimo aceptamos las configuraciones haciendo clic en OK y nuevamente nos dirigimos a la
pestana Tools, luego Run on Target Hardware y esta vez aparecerd la opcion Run como se
muestra en la Figura E.3.
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Report Generator.

SystemTest

MPlay Video Viewer

Run on Toget Hardwore >

Control del Sistema NXT Ballbot

Figura E.3: Ejecucion del controlador en el sistema NXT ballbot.
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Apéndice F

Pruebas experimentales con
perturbaciones

En este apéndice se muestran los resultados experimentales de 2 pruebas que se realizaron
al sistema NXT ballbot empleando el controlador mediante ubicacion de polos en regiones LMI
y en las cuales se aplicaron pequenas perturbaciones a la estructura del sistema NX'T ballbot
durante su operaciéon. Esto con el fin de mostrar la robustez del controlador implementando
la técnica LMI.

40 T
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Figura F.1: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes = y z ante el controlador por
ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo 1 y la aplicacion de pequenas perturbaciones
durante su operacion.

En la Figura F.1 se observan pequenos picos en la trayectoria del robot, los cuales corres-
ponden a las perturbaciones realizadas, asi también, se observa que en el intervalo de 35 a 40
segundos donde se obstruy6 el desplazamiento del NXT ballbot, se presentan ligeras y con-
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tinuas oscilaciones como en el caso del controlador LQR. En cuanto al angulo de inclinacioén,
en ambos ejes se observa que las perturbaciones no fueron mayores a los 5°.

Analizando el esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot,
en la Figura F.2 se observa como en ambos planos la demanda en el esfuerzo de control es
semejante, presentando picos en la magnitud del ciclo de trabajo requerido para compensar
las perturbaciones y durante el intervalo de 35 y 40 segundos se observa una respuesta similar
al presentado por el controlador LQR.

z WL \ i !‘ w ¥ ‘ n

: _SZWW ‘(w " WJWM,W | AWM N JH M (" P f » .w ” f “W 1 “ I”) ‘1 (. 1 \M j}
1A WMM W \l % V Jw W l i W | /” WM “” MM*
= IW '" \ (i \\ w \“V \)l‘ \ H '\EO

Figura F.2: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI en el modelo 1; (a) eje z, (b) eje
2.

En cuanto a la segunda prueba, esta vez se le aplicé al sistema NXT ballbot una per-
turbacién de mayor magnitud, la cual provocé un dngulo de inclinacién en el eje z mayor a
25°, como se observa en la Figura F.3 provocando que el controlador no pudiera estabilizar al
sistema NXT ballbot y este cayera al suelo.

Analizando el esfuerzo de control requerido para estabilizar al sistema NXT ballbot, en
la Figura F.4 se observa como la demanda en el esfuerzo de control es mayor en el eje z,
donde ademas llega a saturarse en el momento en el que se le aplica la perturbacion de mayor
amplitud, lo que generd que el controlador no pudiera cumplir con su objetivo.
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Figura F.3: Comparativa entre los estados del sistema en los ejes = y z ante el controlador por
ubicaciéon de polos en regiones LMI en el modelo 1 y la aplicacién de pequenas perturbaciones
durante su operacion.
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Figura F.4: Comparativa de las senales que muestran el ciclo de trabajo del PWM del sistema
ante el controlador por ubicacion de polos en regiones LMI en el modelo 1; (a) eje x, (b) eje
z.
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Apéndice G
Trabajo derivado

En este apéndice se muestra un articulo derivado del presente trabajo de investigacion,
realizado en colaboracion con el Dr. Manuel Arias Montiel. Dicho articulo fue aceptado el
3 de Junio del presente ano, y se expondra en el 5° simposio internacional sobre sistemas
multicuerpo y mecatronica 2014 (MuSMe, Multibody Systems and Mechatronics, por sus siglas
en inglés) que se llevara a cabo del 21 al 24 de Octubre del presente afio en las instalaciones
de la Universidad del Mar, campus Huatulco.
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A robust control scheme against some parametric
uncertainties for the NXT ballbot

R.A. Garcia-Garcia - M. Arias-Montiel

Received: date / Accepted: date

Abstract In this work a Linear Matrix Inequalities (LMIs) approach to provide ro-
bustness to an optimal control scheme for the NXT ballbot is proposed. The mathe-
matical model of the system is obtained taking into account the actuators dynamics
and in this overall model uncertain parameters appear. These uncertainties can af-
fect (in a negative form) the control algorithm performance, so we define a polytopic
model considering some parameters vary within some bounded sets. This polytopic
model is used to synthesize a robust control scheme against parameters variation
using LMIs. Numerical results show a significant improvement in the closed loop
system in comparison with a classic Linear Quadratic Regulator (LQR) control. Fi-
nally, some experimental results are presented to show the viability of implementing
the control strategy proposed.

Keywords NXT ballbot - Linear Matrix Inequalities (LMIs) - Uncertain parameters

1 Introduction

A ballbot is a thin, agile and omnidirectional robot that balances on, and is propelled
by, a single spherical wheel. The system relies on active balancing and thus is dy-
namically stable [1]. Dynamical characteristics and potential applications have made
ballbot an interesting object of study for engineers and researchers in automatic con-
trol, mechatronics and robotics areas [2] - [7].

An experimental platform used in order to study the dynamical behavior of the
ballbot is the LEGO Mindstorms NXT® [8], [9]. LEGO Mindstorms NXT® is a

R.A. Garcia-Garcia
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programmable robotics kit with appropriate characteristics to be used in education
and research activities [10] - [12].

Yamamoto [9] developed a version of a ballbot, called NXT ballbot, based on a
LEGO Mindstorms NXT® kit. He presented a linearized model of the NXT ballbot
and he proposed a Linear Quadratic Regulator (LQR) in order to achieve the stabiliza-
tion of the system in a vertical position. Prieto et al. [8] built a ballbot using a LEGO
Mindstorms NXT® kit with light structural modifications in relation to Yamamoto’s.
In addition, they proposed some procedures in order to obtain actuators parameters
and to characterize gyro sensors used to measure angular rate. The control algorithm
used to stabilize the ballbot was a LQR.

In order to control the NXT ballbot, actuators dynamics must be included in the
model. Some authors have reported different values for physical parameters for NXT
servomotors based on experimental tests [8], [9], [13], [14], so the parametric un-
certainties are present and they can affect in a negative form the control algorithm
performance. In this work an LMIs approach to provide robustness against paramet-
ric uncertainties to a LQR control scheme for the balancing problem in a NXT ballbot
is proposed. A polytopic model considering variations within some bounded sets for
inertial and friction parameters for system actuators is defined. This polytopic model
is used to synthesize a robust control scheme against these parameters variations us-
ing LMIs. Numerical results are presented to show the significant improvement in the
closed loop system using robust control in comparison with a classic LQR control.
Some experiments were carried out and the obtained results demonstrate the viability
of implementing the robust control strategy proposed.

2 System description and modeling
2.1 The NXT ballbot

In Fig. 1(a) the mechanical structure for the NXT ballbot is shown. It consists of
standard structural parts, a plastic spherical ball, two wheels and two servomotors,
all of them included in the basic LEGO Mindstorms NXT® kit, and in addition, two
Hitechnic® gyrosensors. The rubber wheels called driven wheels transmit the mo-
tion from the servomotors to the spherical ball in order to vary its rotation axis and
thus, equilibrate the system. Gyrosensors measure pitch and yaw angles rate and this
information is used by the controller to actuate the servomotors providing the control
forces to the closed loop system.

2.2 The NXT ballbot dynamic model

Dynamic model for NXT ballbot is based on a spherical wheeled inverted pendu-
lum considering that the motions in xy plane and zy plane are decoupled (see Fig.
1(b)). Under this assumption, two identical motion equations are obtained, so only
one plane of motion is analyzed. In Fig. 1(b) NXT ballbot body is modeled as an
inverted pendulum with mass center coordinates xp, y;, mass M; and mass moment
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Fig. 1 (a) Render view of the NXT ballbot; (b) Schematic diagram for NXT ballbot

of inertia Jy.. My, J; and R, are the mass, moment of inertia and radius of the spherical
ball, and M,,, J,, and R,, are the mass, moment of inertia and radius of driven wheels,
respectively.

The variables to describe the motion in xy plane are

v : body inclination angle in relation to vertical axis.

0 : spherical ball angle in relation to vertical axis.

0, : spherical ball angle due to the contact with the driving wheel.
— 6, : driving wheel angle imposed by the actuator

By inspection of Fig. 1(b), the next relationships can be obtained

0 =vy+6 (D
R0, = R, 6, (2)

Considering 6 and v as the generalized coordinates and applying the Euler-
Lagrange method, motion equations are given as

2 . 2
[(MS + My)RZ + 5 (4 Jo) —i—Js} 6+ [M;,RSLcos Y- & +Jw)] Voo
—MyRLY? siny = Fy
2 . 2
[MyRsLeos = 1 (n+-Ja) | 8+ [ML2 40y + 1 Un+Ja) [0
—MpgLsiny = Fy,

with J,,, = moment of inertia of servomotor and g = gravity acceleration constant.
The generalized forces Fy y Fy correspond to servomotor torques and they can
be modeled as

Fo = oteq— (6 — W) o)
Fy = —ae,+ (60— ) (6)
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with o0 = k—” B = k(%> koo 4 p, ), k= R , kp, is the torque constant, b, is the friction

coefficient 1n51de the motor R, is the armature resistance, kj is the back electro-
motriz force constant and ¢, is the input voltage.
As we can see, system model expressed by equations (3) and (4) is non linear.
In order to synthesize a linear control algorithm, this model is linearized about an
equilibrium point [15], i.e. when the NXT ballbot is in vertical position (y = 0).
Linearized model is

R} ; R} y
{(MS + M,)R? + R—;(Jm +Jo) —i—JS] 0+ {M;,RXL o > (I +Jw)] V=F (1)
[0) (D
R? ; R?
[MbR L= 25 Um +Jw)} 6 + [M;,L2 +y+ 2y (U +Jw)] V—MpgLy =Fy (3)
(0] [0]

2.3 The NXT ballbot model in state space

Equations (7) and (8) can be rewritten in matricial form as

E¢ +Fo+Go = He, )

6
o= M
£ | (M +Mb)R2+k2(Jm+Ja))+Jv MyR,L— I (S + o)
LM,R; — k*(J,n +J o) MyL* + Ty + K (I +Jw)

B ﬁ 100 |«
{ BBl = lo-mer] BT | qf
By defining the state vectorx=[0 v 0 l]/]T and the input u = ¢,, the NXT
ballbot dynamics (9) can be described in state space form as follows

where

X = Ax+Bu (10)
with
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A= 0 E2Goy  EpnFy—EnkF)) EpFo—EnF12 , B= ExHy 1 —E1pH)
EnEp-Ef, EnEn-E,  EnEn-Ef EnEZZ*E%
—EnGy  ExFii—Enfy EnFi—Enfy Ey Hy —Ep Hy)

EnEn-E}, EnEn—E} EnEn—E}, Ey1Epn—E},
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3 NXT ballbot polytopic modeling and control

The LMIs approach is used in system and control theory in order to solve a wide
variety of problems (i.e. construction of quadratic Lyapunov functions for stability
and performance analysis of linear differential inclusions, optimization over an affine
family of transfer matrices, including synthesis of multipliers for analysis of linear
systems with unknown parameters, inverse problem of optimal control, multicriterion
LQG/LQR, etc.). The use of LMISs is based on polytopic models which can be defined
if model matrices include terms with linear dependence of uncertain parameters and
these parameters vary within some bounded sets [16], [17].

Different values for the NXT ballbot actuators (NXT servomotors) have been
reported in literature; some of these values are presented in Table 1.

Table 1 Physical parameters for servomotors reported in literature

Parameter Reference[8]  Reference[14] Reference[13] Reference[9]

R,[Q] 4.6 6.85 5.0012 6.69
L,[H] 3.7x1073 neglected 1x1073 neglected
Julkg-m?]  45x107° i 2.4589x107°  10x107°
b N-m-s] 1.85x1073  1.1278x 1073 38.745x10™® 2.2x1073
K,[Nm] 0.48 0.3179 0.5246 0.317
Kp[Y5] 0.48 0.46389 0.5246 0.468

According to data presented in Table 1, moment of inertia J;,, and friction coeffi-
cient b, are the parameters with the widest rank of variation, so the polytopic model
for the NXT ballbot will be obtained in terms of these two parameter. The uncertain
parameters vector is defined as

p= (be Jm) (11)

with the vertices number of resultant polytope L = 4, limited by the minimum and
maximum values

be € [bemin bemax]a Jm € [Jmmin Jmmax} (12)

These uncertain parameters are present in matrices A and B of the equation (10),
and these matrices depend on the uncertain parameters in a linear form, so it is possi-
ble to define a polytope with 4 vertices which contains all the possible values for the
uncertain parameters within their minimum and maximum values. The 4 vertices of
polytopic model for matrices A and B can be defined as

0 0 1 0
0 0 0 1
A; = 0 Eln12Gn Efmlebezlefmzthen EJmleheszanzz""belz
E/mllE/mZZ_EJm%Z E/m lE/m2%_E/m Ef/n lEJ/nZ% EJm 2
0 —EIm11922 ElnorFoen—Emni hezl Eimo1Fbe 10~ Eim 11 bezz

2
Ep11Etnoy—Eints  Etmi1Edmar—Eint Epp11Edmn—Elnt
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0
0
B; = | Emnfu=Empt i=1,...,4 (13)

2
L 11 B —Eim 2
Epn 1121 =Eip 0 A1t

2
Elm11Eimon~Ehn1z

where values of J;, and b, depend on vertex of polytopic model

[Jmmin  Demin] € A1,B1,
[Jmmin  Demax] € A2, B2,
[Jmmax ~ Pemin] € A3,B3,
[Jmmax bemax] € A43B4'

In order to be able to solve the tracking problem and to assure the error in steady
state converges to zero, another state variable & is added to the polytopic model which
corresponds to integral of position error for variable 8. The extended polytopic model
is expressed by

0
%0 = Aux, + Bout M ; (14)

where r is the reference value to track and

x.=[x &, Aa:[fég], Ba:ﬁ)‘}, C=[1 00 0 i=1,..,L

The extended polytopic model (14) is used to synthesize a LQR control law to
stabilize the NXT ballbot in spite of the uncertainties in inertia and friction parame-
ters for the actuators by LMI formulations. The augmented gain vector obtained will
be K, = [K K;| with K € R"*" and K € R.

In order to compare the performance of the LMI-LQR control with the classical
LQR, values for Q and R given by Yamamoto [9] were considered. To obtain the
classical LQR controller gains, Matlab® lgr(A,B,Q,R) function is used.

LQR formulation can be extended to polytopic systems by LMI constrains in
order to provide robustness to the controller against uncertainties in parameters. For
the system described by equation (14) the problem consists of finding a control law
by state feedback u = —KXx, so that the next cost function in closed loop can be
minimized

J:/M (" (Q+KRK)x) dr (15)
JO

Using the trace operator Tr(-), which satisfies Tr(A” BC) = Tr(BCAT), cost func-
tion (15) can be rewritten as

J= /Ow Tr ((Q+K'RK) xx”) dt = Tr ((Q + K'RK) P)
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where P = [;” (xx”) dt is a symmetric positive definite matrix which satisfies the
constrain
(Ai—BK)P+P(A;—BK) +1=0, i=1,...,L. (16)

where subindex i represents each vertex of the polytpic model.
The optimal feedback gain can be obtained by

l;nKll’)l( Tr (QP) + Tr (X)
subject to
P >0,
AP+PAT -BY-Y'B! +1<0,
1

X R2Y
>0. 17
Y’R: P an

When the constrains given by (17) are solved, the optimal feddback gain for the
robust controller is obtained by K = YP ! [16], [17], [18].

The numerical problem described by constrains in equation (17) is solved by
Matlab® LMI Toolbox [19]. Obtained gains controllers are

Kigr = [~ 1.504 x 1072~ 1.569—2.700 x 1072 —2.325x 10~ —7.125x 10 ] (18)

Kimi_lqgr = [~7.241 x 107 — 1.385— 1.808 x 1072 —2.298 x 10! —2.549 x 1077
(19)
The control law is based on full state feedback and it is proposed as follows

u=—Kx, (20)

where K is the gains vector given by equation (18) or (19) and x, is the extended
vector state.

4 Numerical and experimental results

In order to get some numerical results and to compare the performance of classical
LQR with the LMI-LQR rosbust control scheme, nominal parameters values for the
system given by Yamamoto [9] are considered. First, the extended polytopic model
given by equation (14) with nominal parameters values and with the control input
given by (20) is numerically solved. In Fig. 2(a)-(b), a comparison of closed loop
system response for classical non robust LQR and for the robust LMI-LQR control
is presented. As we can observe, in this case there is not any significant difference in
the response of the four state variables. Something similar can be noted in the control
effort shown in Fig. 2(c).

Now, we explore the variation in control performance when inertial and friction
parameters of the actuators change using some vertices of the extended polytopic
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Fig. 2 State variables and control effort of the closed loop system with nominal parameters
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Fig. 3 State variables and control effort of the closed loop system for vertice 3 of the extended polytopic
model

model which represent the extreme values (minimum or maximum) for the uncertain
parameters, given in Table 1. In Fig. 3(a)-(b) closed loop system response for vertice
3 (i.e. matrices A3 and B3) of the extended polytopic model is depicted. The compar-
ison between the non robust LQR and the robust LMI-LQR control shows the first
one is not able to stabilize the NXT ballbot, at around 4s the system falls down losing
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the equilibrium. In Fig. 3(c) the voltage input obtained from each controller is shown.
A similar behavior is obtained at the other three vertices.

In order to demonstrate the viability of practically applying the robust control
scheme proposed, some experiments were carried out. Data were acquired by gy-
rosensors in both planes of motion. Data acquisition was carried out by transfer in-
formation in real time via bluetooth from NXT brick to a personal computer equiped
with Simulink® Support Package for LEGO MINDSTORMS NXT® hardware.

Experimental results for the state variables and for the measured input voltage are
presented in Fig. 4.

200 "
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a
time [s]
20
10 l
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Fig. 4 Experimental response in the xy plane

It is important to mention that implemented controllers were tuned with gains
given by (18) and (19) and we were not able to physically vary the inertial and friction
parameters for the actuators, so that the experimental results presented are equivalent
to numerical results for the nominal model shown in Fig. 2. In Fig. 4(a) we can
observe the response oscilates around 6 = 0. This means ballbot needs displacements
in zx plane in order to get the vertical equilibrium. This effect can be reduced by
increasing the available control effort limited by LMI constraints.

5 Conclusions
Because of its potential applications, ballbot system is an interesting object of study

for engineers and researchers in automatic control, mechatronics and robotics areas.
In this paper a robust control scheme against parametric uncertainty for a ballbot



Apéndice G. Trabajo derivado

195

10 R.A. Garcia-Garcia, M. Arias-Montiel

system was proposed. Robust controller is based on a optimal linear quadratic regu-
lator (LQR) in combination with linear matrix inequalities (LMIs) theory which uses
a polytopic model in order to consider the rank variation for some parameter val-
ues. Numerical results show an important improvement in the closed loop system
behavior of the robust controller in comparison with the classical LQR reported in
literature when the system parameters values change. In order to prove the dynamic
behavior of the proposed control scheme, we use the experimental platform LEGO
Mindstorms NXT® kit to built a ballbot system. Experimental results show the vi-
ability of practical implementation of the robust control based on LMIs approach.
This control scheme can be extended in order to include uncertainties in other system
parameters and even to take into account the disturbance rejection problem.
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