12° Congreso Nacional de Mecatronica, ISBN 978-607-95347-8-3
Octubre 10 y 11, 2013. Ledn, Guanajuato.

Modelo cinematico y dinamico de un robot movil
omnidireccional.

Alvarado-Juarez Diego Armando, Villarreal-Cervantes Miguel Gabriel,
Sepulveda-Cervantes Gabriel

Centro de Innovacién y Desarrollo Tecnologico en Computo — Instituto Politécnico Nacional.

Resumen

En este trabajo se presenta el andlisis
cinematico y dinamico de un robot movil
omnidireccional utilizando la formulacion Euler-
Lagrange. Se propone el uso del analisis de fuerza
del sistema para la obtencion de los pares aplicados
en las ruedas con el propésito de obtener la
trayectoria deseada en el robot maévil. EI modelo
obtenido es validado con el uso de MatLab —
Simulink.
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1. Introduccion

El desarrollo de robots moviles responde a la
necesidad de extender el campo de aplicacion de la
robética, restringido inicialmente al alcance de una
estructura mecanica anclada en uno de sus extremos.
En la actualidad se trata de que el robot mévil tenga
la suficiente inteligencia como para reaccionar y
tomar decisiones basandose en observaciones de su
entorno, sin suponer que este entorno es totalmente
conocido, y en los conocimientos que tenga de su
propio funcionamiento y capacidades, basandose en
su modelo cinematico y dinamico[1].

Un robot moévil omnidireccional es aquel que,
debido a la configuracion de sus ruedas, es capaz de
moverse en cualquier direccion en cualquier instante
de tiempo, y simultaneamente adquirir cualquier
orientacion. Estas condiciones de movimiento son su
principal ventaja sobre los tipos restantes de robots
moviles, pero también dificultan el andlisis de su
comportamiento cinematico y dinamico. Este trabajo
se presenta como una alternativa de analisis para este
tipo de sistemas.
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La cinemaética es la ciencia que estudia la
posicién, la velocidad, la aceleraciéon y todas las
demas derivadas de alto orden de las variables de
posicién (con respecto al tiempo o cualquier otra
variable) tomando en cuenta su geometria y sin
considerar fuerzas que producen este movimiento [2].
En [3] se realiza el modelo cinematico de un movil
omnidireccional inusual, ya que se llevd a cabo con el
robot Rovio de la empresa WowWee, el cual tiene 3
ruedas actuadas y una configuracion triangular no
equilatera.

Para el analisis dinamico del robot maévil se estudian
las fuerzas y velocidades ejercidas por las ruedas y el
efecto que causan en el movimiento del robot.
Resulta complicado tener en cuenta todos los efectos
que se producen en el movil, como por ejemplo la
interaccion con la superficie en donde se desempefia
el robot, lo cual dificulta la controlabilidad del
sistema. De ahi la importancia de un modelo
cinematico y dinamico preciso que se apegue al
funcionamiento y desempefio real del robot movil. La
fiabilidad o exactitud requerida de dicho modelado
dependerd directamente de la tarea que se quiere
realizar, por ejemplo, en [4] se propone un algoritmo
de control de movimiento coordinado de multiples
manipuladores mdviles manejando un objeto sin el
uso de sensores de fuerza, basados Unicamente en el
modelo dinamico real de cada manipulador movil,
por lo tanto, en este caso en particular, resulta
imperante la fiabilidad del modelo. En [5] se plantea
el uso de manipuladores mdviles para el desarrollo de
tareas de ensamblaje, y se incluyen todas las
incertidumbres generadas por los modelos a los
sistemas de control, y aunque resulta un sistema
fiable, la carga computacional generada es bastante.
En [6] se integra la dindmica asociada a un
manipulador paralelo 'y a un robot mavil
omnidireccional para obtener un modelo dinamico
que asocie los efectos de los dos subsistemas.
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Para poder controlar un sistema de manera Optima,
resulta imprescindible el uso de los modelos
cinematicos y dinamicos, y que tan apegados estén a
la realidad dichos modelos dependera de la
experiencia del desarrollador. En la Seccién Il de este
articulo se hace el desarrollo del modelo cinemético
del sistema. En la Seccion 111 se hace el andlisis de la
relacion entre el par ejercido en las ruedas y el
obtenido en el sistema por consecuencia, el cual sera
necesario para el analisis dindmico que se realiza en
la Seccién IV para la obtencién del modelo dinamico
del sistema. Dicho modelo es probado mediante
simulacion en la Seccibn V con 3 casos de
movimientos bésicos.

2. Andlisis cinemético.

En un robot mévil, la cinematica se centra en
el estudio del movimiento del robot en funcién de su
geometria y el movimiento de sus llantas. Entre las
aplicaciones de este tipo de modelos, se encuentra la
posibilidad de utilizarlo como modelo matematico de
partida para el disefio del controlador, la simulacién
del movil, etc. Siendo asi, que la cinemaética directa
tiene como objetivo el calculo de la velocidad lineal y
angular del robot a partir de las correspondientes
aportaciones de cada una de las ruedas.

Para la construccion del modelo cinematico se
consideran las siguientes limitaciones:

« El robot se mueve sobre una superficie plana.
* No existen elementos flexibles en la estructura del
robot.

Para poder determinar las posiciones y orientaciones
relativas de cada uno de los componentes del robot se
establecen los dos sistemas coordenados principales
del mismo, como se muestra en la Figura 1. Se
expresa como {W?} al sistema coordenado general.
{m} es el sistema de coordenadas asociado al centro
de masa del robot. Su posicién cartesiana [X,,, Y] ¥
su orientacion @,, son con respecto al sistema global
de trabajo {W}, {X, ., Y;n, D} son la velocidad lineal
del mdvil, y la velocidad angular del movil,
respectivamente, {N1,N2,N3} son el punto de
contacto asociado a cada una de las ruedas del movil
omnidireccional.

Se considera que el movil se mueve solo por accion

de sus ruedas, sin deslizamientos, con una velocidad
tangente a la rueda.
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Fig. 1 Diagrama esquemaético del robot movil
omnidireccional.

Es importante mencionar que el orden de los sistemas
y la numeracion de las llantas dependera del caso de
estudio, y esto se debe tener en cuenta al obtener el
modelo cinematico. Considerando la ecuacion de
movimiento de dos puntos en un cuerpo rigido de
acuerdo a la Figura 2.

Fig. 2 Ecuacién de movimiento de dos puntos en un
cuerpo rigido.
Se tiene que la velocidad en el punto P estara dada
por la siguiente ecuacion:

Vp=Vo+W X150 1)

donde: V.- es el vector velocidad del punto P, V.- es
el vector velocidad del punto Q, W.- es la velocidad
angular del cuerpo y 7p 4.~ la distancia del punto P al

punto Q.

Esta ecuacion se relaciona con cada uno de los puntos
de contacto de las llantas con el suelo, y el punto
central asociado al centro de masa de acuerdo a la
Figura 3.
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{W}

Fig. 3 Velocidades de las ruedas.

Desarrollando las ecuaciones de cada una de las

ruedas con respecto al centro de masa, considerando
3 . 1

cos (g) = g y sin (g) =~ , Y construyendo la

matriz que relaciona las velocidades de las ruedas con

la velocidad lineal y angular del moévil, quedando de
la siguiente manera:

V= A", (2
donde:
V=[V,V,Vil", Vi=emA=|1 _; 1|y
2 2
L L L

7;)m=|:Xm Ym (i)m]T

3. Analisis de fuerzasy pares.

La fuerza que genera el movil, es descrita por la suma
de fuerzas generadas por las llantas al moverse sobre
los ejes del mévil. Ya que las fuerzas generadas por
las llantas tienen diferentes direcciones, se hacen sus
proyecciones sobre los ejes del mdvil. Al final
tendremos una resultante en el eje X y otraen el eje Y
como se muestra en la Figura 5. El par generado por
el movil es simplemente una suma de momentos
generados por las ruedas con respecto al centro de
masa del movil, el cual puede ser expresado como en

0

V3 V3
Fny = By = Fry— ®)
1 1
En, = F, sin — F,+E, sin> 4)
Tm = F L+ F L+F,L )
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{w}

Fig. 4 Fuerzas generadas por las ruedas.

Con estas ecuaciones se puede construir la matriz que
relaciona la fuerza generada por las ruedas y su efecto
en la fuerza y par del mdvil, quedando:

E, = AFE, (6)

Donde: Fm=[me me Tm]T y
F=[F B, B

4. Analisis Dinamico.

En el modelo dinamico del mavil se considera
el cambio de posicién, velocidad y aceleracion del
robot en respuesta a los pares de actuacion ejercidos
en la ruedas. Para este analisis se toman en cuenta las
mismas consideraciones que en el andlisis
cinemético. No se toma en cuenta el efecto de la
gravedad en el moévil ya que se considera que el
vehiculo viaja por una superficie plana y horizontal.

Para comenzar se debe tener en cuenta el conjunto de

fuerzas que interactdan con las ruedas del mavil, las
cuales estan descritas en la Figura 5.

=

g. 5 Dinamica de la Rueda.
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Donde:

F;.- Fuerza externa aplicada en la periferia de la
rueda.

F,,.- Fuerza de rozamiento estatico.

Realizando una suma de momentos en el origen de la
rueda, se obtiene la siguiente expresion:

> Mo, =6 ™
T, — F.r; = J6; (8)

Donde: T; = Fm-

Obteniendo:

Ll
|

<

<
Il

&:

)
Dénde:

J.- Momento de inercia de la rueda.
6;.- Aceleracion angular de la rueda.
6 = [6,,6,,05]

T=[14,1,, T3]T

— T

F‘f = [E”l'E”z‘F‘f3]

r.- Radio de la rueda.

Una vez analizada la dindmica de la rueda se puede
seguir con el analisis dinamico del mévil de acuerdo
a la Figura 6 y utilizando las ecuaciones de Euler-
Lagrange para obtener dicho modelo.

N3
V3

Ym

V1

s2 \

V2

{W}

Fig. 6 Anélisis de Velocidades.
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Se utiliza la siguiente ecuacion para la velocidad del
centro de masa: V.,,, =V, + wy, X Py

Obteniendo:
Xm O 51 Xm - 9m52
0 Oml 10 0

Una vez obtenida dicha velocidad, se sustituye en la
formulacién de Euler-Lagrange disefiada para la
obtencion del modelo dindmico del sistema [7], la
cual esta descrita de la siguiente manera:

L=K-U (10)

Dénde:

K= Z;Ki(q(t), a(®)
U= 1Zizlui(qm)

1
K; = EmiVC?nch + Ewiliwi

Sustituyendo en 22 para encontrar el Lagrangiano del
sistema:

L =-m(X2 — 2X,,0,,S, + 0252 + Y3 +

L . L (11)
2V, 0,5, + 02S2) + 126%

Considerando n,, = [X;m Y
de Lagrange resultan:

6.1, las ecuaciones

d((’)L) oL _E (12)
dt \on,, om

Una vez realizadas las derivadas parciales y totales,
se considera {0,,} ={0,,'}, S, =5,=0, S; = X,
S, =Y, resultando en (17).

mX,, — m0,Y,,

d(aL)— V. —mé, X (13)
dt\on,,) — |"m T omim
IZHm

Por lo tanto:
m 0 0 0 -mé,, 0 .
[0 m 0|, + —mém 0 OﬁmzA‘r
0 0 Iz 0 0 0

Mﬁm+Hflm=/T_r (14)
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Incluyendo la dinamica de la rueda en (14) y
despejando E, :

Y (19)
Entonces:
Mijy, + Hiiyy = A (—_ - LZ) (16)
(M + AAT J ) + Hijyy = éf (17)
é

V7 7T J
Considerando B = y M= (M + AAT r_z), y
sustituyendo en (17) entonces:

Mii,, + Hiyy = BT (18)

Para proyectar el modelo en el marco inercial {0,,} se
considera:

Nm = nM;RTﬁw (29)
fim = nMéRTf]w + ‘mRTﬁw (20)

Sustituyendo (19) y (20) en (18):

M(wR™y + mR"H,) + HGiR™,) = BT (21)
Resolviendo (21) se obtiene el modelo dindmico del
manipulador movil:

MwRT#,, + (M%RT + H4RT )1, = BT (22)

5. Simulacion.

En esta seccién se presentan los resultados
obtenidos de las simulaciones realizadas del modelo
dindmico del movil omnidireccional, para diferentes
condiciones iniciales, y para diferentes pares
aplicados en las ruedas. Cabe mencionar que se
considera que el movil parte del reposo, es decir, la
velocidad de las ruedas, y por consecuencia del
movil, es cero.

Tomamos en cuenta el anélisis de fuerza realizado en
la seccién 3, para encontrar el valor del par necesario
en las ruedas para que el movil omnidireccional
realice algin movimiento basico, a partir de la
ecuacion (10). Si despejamos la fuerza necesaria en
cada una de las ruedas se tiene:

F=A"F, (23)
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Proyectando sobre el marco inercial W:

= A1%R71F, (24)

Resolviendo (26) se obtiene:

cos(¢) V3sin(¢) 1 sin(¢) V3 cos(¢)
(0 B0 1 e oo, (o

“@3L) ™ 3 3

cos(¢) sin(¢)

1
A R e D
cos(¢p) V3sin(¢) 1 sin(¢) V3 cos(¢)
Fm=Fwy(—3 - )rwm) R st (27)

A continuacion se presentan casos de movimientos
béasicos a realizar por el movil, para probar el modelo
dinamico obtenido.

CASO 1

Para el primer caso se quiere conseguir un
movimiento hacia el frente del robot mdvil, es decir,
movimiento solo sobre el eje X,,, lo cual generaria
una fuerza solo en ese eje por consecuencia, asi se
asume que K, =1, F, =0, 7, = 0. Considerando
las condiciones iniciales son 7, =1[0,0,0]"
sustituyendo estas restricciones en (25), (26) y (27),
se obtiene el par necesario a aplicar en cada una de

las ruedas como F. = —F, (- ?), E,=0, E, =

.
~Fu, ().

Tomando en cuenta esta relacion el vector de pares

que se introducen al sistema es T = [?, 0,—?] y se

obtienen los resultados mostrados en la Figura 7.

Bk 421
a4 a4
16| bl

48| {5}

012345575510
Tiempe

A) B)
Fig. 7 A.- Posicion X-Y. B.- Orientacion

T m 2 Y &£ 9 000N m
H

Se puede observar que el movimiento resultante del
robot mdvil es solo sobre el eje X del sistema, la
posicién tanto en Y como en @ se conservan en su
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condicién inicial, lo cual confirma el comportamiento
esperado después del analisis de fuerza.

CASO 2

Haciendo el anélisis de fuerza como en el caso 1, se
obtienen las relaciones necesarias de torque en las
llantas para lograr cierto movimiento, por ejemplo, la
rotacion sobre Z,, , en el cual, se generaria solo un
par sobre t,,, sin fuerza sobre el eje X y Y del movil.
Por lo tanto se asume que F, =0, Fwy =0, 1, =
1. Sustituyendo estas restricciones en (26), (27) y
(28) y considerando las mismas condiciones iniciales

que en el caso 1, se obtiene el par necesario a aplicar

1
en cada una de las ruedas como F. = Tm G B, =

1 1
TmE'Fm = Tmm.

Tomando en cuenta esta relacion el vector de pares

ue se introducen al sistema es 7 = [—, —, —
q t= [(3L)‘(3L)‘(3L)] y

se obtienen los resultados mostrados en la Figura 8.

Se puede observar que la posicién inicial tanto en el
eje X como en el eje Y no cambia mientras avanza la
simulacion, y el angulo de orientacion @ sigue
incrementandose dado que el movimiento esperado es
una rotacion continua sobre el eje Z,,, del sistema.

ol

A) B)
Fig. 8 A.- Posicion X-Y. B.- Orientacion

CASO 3

En este caso se modificaron las condiciones iniciales
del sistema de acuerdo a 7n,, = [1,1,§]T y se

volvieron a introducir los mismos torques que en el
caso 1, obteniendo los resultados que se muestran en
la Figura 9.
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A) B)
Fig. 9 A.- Posicién X-Y. B.- Orientacion

Si se grafica la evolucion de la posicion en X y Y del
robot mévil se observa lo obtenido en la Fig. 10, en la
cual se ve que el angulo de orientacién ¢ se
mantiene, mientras que la posicién en X y Y va
aumentando conforme pasa el tiempo.

6. Conclusiones.

En este trabajo se presento el analisis cinematico, de
fuerzas y dindmico de un movil omnidireccional,
obteniendo dicho modelo a través de la formulacion
de Euler-Lagrange para después analizar su
comportamiento mediante simulacion. Se observé
que el modelo obtenido refleja el comportamiento del
robot movil en la realidad. Se mostrd también la
forma para encontrar los valores necesarios en cada
una de las ruedas para realizar algin movimiento en
especifico en este tipo de robots mdviles, mediante el
analisis de fuerzas del sistema. Mediante simulacion
se comprobd que dicho andlisis es valido para este
sistema y que se obtienen los movimientos esperados,
en los 3 casos, incluso cambiando las condiciones
iniciales como se hizo en el ultimo de ellos. Esta
metodologia de analisis sirve para encontrar una
relacion de par en la ruedas, sin embargo, lo que se
quiere controlar es la velocidad en las ruedas y asi
poder controlar la velocidad del movil por
consecuencia, trabajo a futuro involucra implementar
alguna ley de control, para regulacion o seguimiento,
directamente en la velocidad de las ruedas y asi
probar el comportamiento del sistema, para
implementarlo de manera real en un prototipo
robotico en CIDETEC.
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