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Resumen

El estudio y las aplicaciones de la
Mecatrénica, requieren del analisis, la
modelacién 'y la simulacion de sistemas
mecanicos, como es el caso de los robots y
mecanismos. Para el andlisis y la modelacién son
necesarias herramientas matematicas eficientes
con las cuales sea posible construir modelos
cineméticos o dindmicos de robots. En este
articulo se desarrolla la modelaciéon cinematica
de posicionamiento y de trayectoria de un robot
antropomorfo de 3GDL. El modelo es construido
usando Quaterniones y la trayectoria es un
conjunto de lugares geométricos rectilineos.
Fueron utilizados polinomios de grado 8 para
suavizar los perfiles de trayectoria. La
programacion y la simulacion de los modelos
fueron hechas en MATLAB. El sistema de
ecuaciones e incognitas para el caso del problema
inverso fue de 6x6 no lineal. Fue usado el método
de Newton-Rapshon para solucionar el sistema de
ecuaciones.
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1 Introduccién

La simulaciébn computacional es una
herramienta muy poderosa que utilizan las
industrias para el disefio y la modificacion de los
sistemas productivos. Simular es sinénimo de
imitar el comportamiento de un sistema con algun
proposito especifico [1]. Para el disefio de
sistemas mecatrénicos la simulacién
computacional juega un papel muy importante,
pues permite imitar y probar los comportamientos
de los sistemas y subsistemas antes de ser
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implementados en la realidad. Para el caso de
robética (area del conocimiento en la que se apoya
la Mecatronica), la simulacion computacional
permite  probar e implementar modelos
cineméticos y dindmicos, para posteriormente
construir prototipos.

Sin embargo, la simulacién computacional
de robots solo es posible si existe un modelo
matematico que permita representar los
movimientos. Para el caso de la modelacion
cinemética existen diversas herramientas y
metodologias, como es el caso de matrices
homogéneas, nimeros complejos, Quaterniones
[2] y métodos como los propuestos por Dennavit-
Hartemberg [3]. Por otro lado, los modelos
cineméticos requieren de la modelacién de
trayectoria, y particularmente del uso de métodos
de interpolacién para suavizar perfiles. Existen
diversos métodos de interpolacién, entre ellos el
uso de funciones polinomiales de diferentes
grados [3, 4]. Para el caso de la simulacién
computacional es necesario programar los
modelos cinematicos en algin tipo de software.
Existen paquetes computacionales de calculo
formal como el Mathematica o Matlab [5], o bien
paquetes de programacion gréfica como el
Labview [6]. El software o las plataformas de
célculo formal, son Utiles ya que permiten una
programacion con un lenguaje sencillo y poseen
bibliotecas que pueden ser usadas para facilitar el
proceso de codificacion.

Por otro lado, la simulacion de roboss e
util para la enseflanza de la Mecatrénica (vista
como la integracién de la Mecanica, la Electronica
y la Computacién [7]), puesto que exige el
dominio de las leyes que rigen el fendmeno del
movimiento y ademas, el uso de las herramientas
matematicas y computacionales. Los alumnos
deben tener clara conciencia de la importancia que
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tiene el simular computacionalmente un sistema
mecatrénico, en este caso un sistema robético,
para su posterior construccion e implementacion y
sobre todo, que le encuentren sentido y utilidad
practica a las herramientas matematicas en las
aplicaciones de la Ingenieria.

En este articulo se presenta la modatagi
la simulacion de un robot antropomorfo de 3
GDL. Se propone, como medio didactico, el uso
de una trayectoria rectilinea suavizada con
polinomio de grado 8 [8]. EI modelo del robot es
construido usando el algebra de Quaterniones [3,
9]. Es usado el método de Newton Rapshon para
resolver el sistema de ecuaciones relacionado con
el modelo del robot. EI modelo es programado y
simulado en la plataforma de céalculo formal
MATLAB. Finalmente, el objetivo de este articulo
es mostrar a los estudiantes las diferentes
herramientas mateméticas que se usan para el
modelado de un robot y la programacion en
MATLAB.

2 Necesidad de la Simulacién del
Robot

El Instituto Tecnolégico Superior de
Cananea tiene instalada una celda de manufactura
flexible, la cual cuenta con sistemas
automatizados y robots. La celda es usada para
multiples propésitos didacticos, entre los que
destaca, ejercicios de sincronizacion,
automatizacién y roboética. Sin embargo, los
robots no pueden ser usados para ensefar las
aplicaciones de las Matematicas y la
Computacién. Es necesario crear simuladores
computacionales de robots y mecanismos con la
finalidad de que los alumnos puedan desarrollar
prototipos y sobre todo que practiquen en forma
integrada, el uso de las herramientas matematicas
en aplicaciones en ingenieria. Este aprendizaje les
permitira conjuntar conocimientos derivados de
las tecnologias educativas importadas y el
desarrollo de prototipos basicos. Por tal motieo, s
desarrolla un simulador de un robot antropomorfo
de 3 GDL usando MATLAB y Quaterniones.

3 Algebra de Quaterniones

De acuerdo con [3], sobre el conjunto en
0 se definen dos operaciones binafias 0* x
0-0% 0:0%x 0% 0% Esto es,
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1) (a,b,c,d)d (a,B,y,0) = (ata, b3, cty, d+0) ;
0 (a,b,c,d), ¢,B.y,5) O O*

2) (a,bcd) O (a,By0) = (ao-bB-cy-dd,
aB+ba+cd-dy, ay-bd+ca+dB, ad+by-cB+da),
0 (a,b,c,d), ¢,B.y,5) O O*

La operaciéri : 0% x 0% — O%es la suma
usual end* y es bien conocido que el conjunto
(0% 0O) es un grupo aditivo conmutativo y que la
terna (0%, O, O) es un cuerpo no conmutativo. Por
otro lado, la operacion : 0 x 0% - 0* definida
por: a ¢ (a,b,c,d) = (a,ba,ca,da), O(a,b,c,d)d
0% a0 O es una multiplicacién escalar Ef. Por
lo tanto, la ternal{*, [, *) es un espacio vectorial
real. La transformaciér ,» > 0% x 0% - 0O,
dada por:

<p.Q>= ipiqi oo
i=0

Es un producto vectorial interno@hy la
norma asociada es:

1
l=<pp? =(Pi+pE+E+ 1)

Por lo tanto, la estructura Q&{ O, O,
), €s un espacio vectorial normado el cual se

llamara Espacio vectorial de Quaterniones y sus
elementos Quaterniones [3]. Por otro lado, un

Quaternion conjugadé 0 Q de p = (a,b,c,d) esta
definido por:p = (a,-b,-c,-d). Sep(p, *) : Q- Q,
pOQ, entonces:

p(p, q) = iq0p™=
1 [ ]

[or

(pOgU p),0p,q0Q (1)

Dicha transformacion lineal es una rigtac
la cual preserva el producto interno, la normay el
angulo. Finalmente, las relaciones geométricas
entre los Quaterniones y los componentes de las
rotaciones son las siguientes:

welp] Cost pizxfp|Snzu @

Aqui, 0800 es el angulo de la rotacion yiv
03 es el eje de la rotacion.

4  Modelo del Robot

En esta seccion se presenta el modelo del robot en
estudio construido con el algebra de Quaterniones
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[1,9]. La figura 1 muestra el robot en estudio, el
cual estd compuesto por 3 eslabones rigidos y
juntas del tipo rotacional. EL robot es de 3 GDL y
se mueve en el espacio XYZ.

LJMJJ

Fig. 1. Configuracién deformada del robot

De acuerdo con la figura 1, el puptmt
localizado en el extremo final del eslabon 3, es
llamado punto del érgano terminal y los ejes de
giro son (Z,X,X). La configuracion mostrada en la
figura anterior es llamada configuracion
deformada la cual fue alcanzada desde una
configuracién inicial por la aplicacion de
rotaciones rigidas efectuadas por actuadores. La
modelacién de posicién de este robot, de acuerdo
con [9], debe realizarse considerando dos
configuraciones: 1) la de referencia o inicial y 2)
la final o deformada. Por razones de espacio solo
se podran los modelos finales de la configuracion
deformada.

Sobre los eslabones del robot se definen
vectores de posicién y sistemas locales o bases
méviles (_@DD“) los cuales son rotaciones de las
bases locales definidas sobre la configuracién no
deformada vy, estas a su vez, son rotaciones de la
base inercial fija localizada en el origen de
coordenadas. La ecuacion vectorial que localiza el
punto pot desde el origen de coordenadas es la
siguiente:
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rpot,o, = rLO 0 E’D E,D Lpot,3, (3)

O en forma equivalente:

=

Voot = Mio Olaas %I Olsze i” O lpor3*
! (4)

&

Aqui, 41, ls2, lers O O son las
longitudes de los eslabones. Por otro lado, las
rotaciones de la base inercial fijalél* se pueden
describir usando Quaterniones; esto es:

1) a=p(P.g)=p(P.p (1) =POpIGL
POP ©)

2)ay=p QPP € )=pQpP.p@8))
=p(@Q.p (P.p (4.0 (b, §))) =

=QUPUq0pU § 0 QUPIqOp

3) & =pRPQPP.E N=PRPQP
P.pr €M=pRPQpPprp@

gM=p R P QpPpP®@rP g
=R0OQ O PO rOq0Op0 g 0@

ROQOPOrOqOp

Aqui, p, g, r, P, Q RJI 0O* son
Quaterniones de norma unitaria. Los tres primeros
Quaterniones estan relacionados con la
configuracién de referencia y los 3 Ultimos con la
configuracién deformada mostrada en la figura 1,

ademésg' ,@' @” 00 son los sistemas locales

relacionados con la configuracion inicial de robot.
Por lo tanto, la expresion (4) se escribe como:
rpotyo, = @ O I2,l' TV [PD pD g O Pl:l p]

O e Ty[QOPOgqOpO g O
QUPOqOp]O

Olpotze Tv[ROQUPOrdOgOpd g O

ROQOPOrOdqOp] (6)
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Aqui, T es un isomorfismo dé&* a [O°.
Ademas, las ecuaciones de norma unitaria sgn: P
+ P =1Q°+ Q"= LR+ R =1,
Finalmente, las relaciones geométricas entre los
Quaterniones y los componentes de las rotaciones
son:

1) POO%P={P, R}, P,=+Cosa,; (7)
R, =tSend;+ Ty[&]
2) QO 0% Q={Qs Q} Qo=2 Cosal,
Q =+ Senq, * Tv[q_”]
3) ROO% R={R,, R}; R, =1 Cos0j
R, =% Senal; ¢ Tv[i]
Aqui, a;, a, a3 O O son los

desplazamientos angulares de los eslabones en la
configuracién deformada g, g', @" 0O 0*

son los ejes de rotacion. Una vez determinado el
modelo de posicién del robot, es necesario, para la
programacion, definir dos problemas
fundamentales en la cinemética:

4.1 Formulacioén del problema directo

“Dados, P ={R, 0, 0, B}, Q ={Q,, @, 0,
0, R = {R, R, 0, 0} con

IA =]Q| =Rl =1. p = {p 0. 0, B}, q =
{o» @, O, O}, r = {r,, 1, O, O} con

P =

O O, encuentre:l

= HrH = 1’ b o DS y IZ,lv |3,21 Ipoha

ooto” 0 0° tal que la

expresion (6) sea satisfecha.

4.2 Formulacién del problema inverso

“ Dados, I o, " 0 0%, Mo D 02 p = {po,

0! 0! Q}! q = {qm ql! Ov 0}! r= {rOv f, Ov 0}
con [p =ld| =[r =1 ¥ l2 sz lpois O 0,
encuentre: P = {P0, 0, R}, Q = {Q,, Q. 0,
0}y R ={R,, Ry, 0, 0} tal que la expresion
(6) sea satisfecha y, P+ R? = 1; Q* +
Q° = LR +R =1"
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5 Trayectoria

En esta seccion se presentan algunas
consideraciones sobre el modelo de la trayectoria.
La figura 2 muestra el perfil o grafica de
velocidades, que para este caso es trapezoidal y la
figura 3 muestra el conjunto de lugares
geomeétricos por donde punpot localizado en el
extremo del robot ejecutara una tarea determinada.

S S S S S Sio Se Su S6.Ss So S= Su Sw t

4 Ju Ju Jxo o Ju I

T
s
Fs
Lo

R L R R
L1l |]|]|]|||I

Fig. 3. Lugar geométrico de la trayectoria

Para el caso de los modelos de loslgerf
tedricos de trayectoria, se debe seguir el sigaient
procedimiento:

1) Obtener la funcién a trozos de la grafica
del perfil de velocidades.
Obtener la funcién y la grafica del pefrfil
de aceleraciones (la funcién de
velocidades se deriva con respecto al
tiempo).
Obtener la funcién y la gréfica de
desplazamientos (se integra la funcion de
velocidades con respecto al tiempo).

2)

3)

Por razones de espacio no se ponen las
graficas de los perfiles de desplazamiento y
aceleracion. Sin embargo, al ser trapezoidal el
perfil de velocidades, se presentan
discontinuidades en los perfiles de
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desplazamientos y aceleracién, por lo que es
necesario proponer un método de interpolacion.
En este articulo se propone un polinomio de grado
8 para suavizar los perfiles. Dicho polinomio es:

f(t)=aq+agt +a,t? +ast® +a,tt +agt® + )
+agt® +aqt’ +agt®

La figura 4 muestra los perfiles de
desplazamiento, velocidad y aceleracion
suavizados con el polinomio de grado 8.
Finalmente, la expresién (9) muestra el modelo
final del tramo inicial del perfil suavizado y del
lugar geométrico de la trayectoria en términos de
desplazamiento.

Ko+ Ky l0)+ Kot + Ko + k(1)

+Ks(t)° +Kg(t)° + K (1) +Kglt)’

1 X177 Xp
—— Y17 Yo 9
dl,O

-2

Aqui, Rio.(t) es el vector de posicién que
se igual al vector que posicion del robot que
localiza el 6rgano terminal, KO....K8 son los
coeficientes del polinomio evaluada,yes la

distancia recorrida por el 6rgano terminal y
X17Xp
Y1~ Yo | son los nimeros directores.
5~ Z,

6 Programacion Y Simulacion

Los modelos, tanto del robot, como elade
trayectoria, fueron programados en MATLAB.
Cabe mencionar que el modelo del robot, para el
caso del problema cinemético inverso, generé un
sistema de 6 ecuaciones no lineales con 6
incégnitas, por lo que se programé el método de
Newton- Rapshon en MATLAB para resolver el
problema. La figura 5 muestra la salida grafica del
robot y la trayectoria de operacion.
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el

a) Perfil de desplazamiento suavizado.

t
b) Perfil de velocidades suavizado

c) Perfil de aceleraciones suavizado.

Fig. 4. Perfiles de trayectoria suavizados

Fig. 5. Salida grafica

7. Conclusiones

En este articulo se ha descrito el nmdel
posiciéon de un robot de 3 GDL, las principales
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conclusiones se resumen a continuacion:

- El sistema de ecuaciones para el
problema directo de posicionamiento, en
la configuracion deformada fue de 3
ecuaciones con 3 incognitas.

- El sistema de ecuaciones para el
problema inverso de posicionamiento en
la configuracion deformada fue de 6
ecuaciones no lineales con 6 incognitas
del tipo polinomial.

- E modelo cinematico de
posicionamiento obtenido con
Quaterniones permite trabajar con las
operaciones binarias de suma vy
multiplicacién, y no con operaciones
entre seno y coseno.

- La interpolacién polinomial de grado 8
resulta representativa y didactica en el
modelado de la trayectoria. Sin embargo,
es necesario usar otro tipo de
interpolacién para aplicaciones reales, ya
que el polinomio de grado 8 tiene 8
raices y esto pudiera generar problemas
de vibraciones a la hora de construir un
prototipo.

- El método de Newton-Rapshon resulté
util y confiable para resolver los sistemas
de ecuaciones no lineales.

- MATLAB es una magnifica herramienta
de alto nivel para desarrollar aplicaciones
técnicas, es facil de utilizar y aumenta la
productividad de los programadores
respecto a otros entornos de desarrollo.

-  MATLAB permite visualizar los
resultados de cualquier operacion,
facilitando la comprensién de las
diversas funciones realizadas.

- Para el caso de la programacion en
MATLAB del modelo del robot y la
trayectoria, se programé el método de
Newton — Rapshon para que los alumnos
vean la estructura matematica de dicho
método.
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