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Resumen 
 
 En este artículo se presenta el agrupamiento en 
línea y la modificación del kernel de los Support 
Vector Machines (SVM's), por un kernel difuso para 
el modelado de una planta no lineal. La estructura 
de identificación se realiza por el agrupamiento en 
línea y los Support Vector Machines difusos 
(FSVM's). Cuando el proceso es lento, las reglas 
difusas se pueden obtener automáticamente. Se usan 
los parámetros de identificación de las redes 
neuronales difusas. El rango de aprendizaje variante 
en el tiempo asegura la estabilidad del modelado del 
error. 
  
Palabras clave: Agrupamiento en línea, SVM's, 
kernel, función de membrecía, reglas difusas. 
 
 

1. Introducción 
 

El propósito de FSVMs (fuzzy support 
vector machines Figura1) es tratar los datos 
entrenados con diferente importancia en el 
proceso de entrenamiento. La falta del término 
de la función de costo se minimiza, 
reformulando la construcción del problema de 
optimización, y la construcción del La- 
grangiano así que las soluciones para el 
hiperplano óptimo en la primera forma pueden 
ser encontradas en la forma dual. 

 
El SVM puede separar los datos en dos clases con un 
hiperplano de margen máximo [2]. Si el 
entrenamiento es separable para el hiperplano, la 
función es escogida como f(x)=(w•x)+b. El margen 
es definido como la distancia mínima de una muestra 
para la superficie de la solución. El margen en turno 
que podemos medir para la longitud del vector w, de 
forma que los puntos cercanos al hiperplano satisface 
|(w • x) + b | = 1. 

 
 

En este trabajo usamos SVM para el cálculo 
de la función de estimación. Para encontrar los 
vectores de soporte en el j de grupo, se usan los datos 

de entrada /salida [y (k), x (k)], 1 2,j jk l l ∈    para 

aproximar una función no lineal. Considere la 
regresión en un conjunto de funciones no lineales 

( ) ( )Tf x w x bϕ= +               (1) 

donde ( , ) ( ) ( )T
k kK x x x xϕϕ= . 
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Figura 1. Agrupamiento en línea FSVM's y modelado 

difuso 
 

2. Agrupamiento en línea 
 
 Se quiere el modelo del siguiente sistema no 
lineal suave de espacio de estados discretos en el 
tiempo  
 

( 1) [ ( ), ( )],   ( ) [ ( )]x k f x k u k y k h x k+ = =      (2) 

 
donde u(k)∈ℜm es el vector de entrada, x(k)∈ℜⁿ es el 
vector de estado, y y(k)∈ℜm es el vector de salida, f y 
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h son funciones suaves no lineales. (1) se puede 
escribir como 
 

[ ]
[ ]

1

2

( ) [ ( )] [ ( )],

( 1) ( ), ( ) [ ( ), ( )]

( -1) ( ), ( ), ( - 2)n

y k h x k F x k

y k h f x k u k F x k u k

y k n F x k u k u k n

= =

 + = = 

+ = +L

       (3) 

 
Denotando y(k)=[y (k),y(k+1), • • • y(k+n-1)]T , 
U(k)=[u(k) ,u(k + 1), ••• u(k + n-2)]T , y(k)= 
F[x(k),U(k)] , F =  [F1 ••• FN]

T. Desde (2) es un 
sistema no lineal suave, (3) se puede expresar como 
x(k+1) = g[Y(K+1), U(k+1)] . Esto conduce a un 
modelo multivariable NARMA 
 

( ) [ ( )] [ ( )]y k h x k X k= = Ψ                             (4) 

 
donde  
 

( ) [ ( 1), ( 2), ( ), ( 1), ]TX k y k y k u k d u k d= − − − − −L L
    (5) 

 
Ψ(⋅) es una función no lineal desconocida 
representando las dinámicas de la planta, u(k) y y(k) 
son entradas y salidas escalares medibles, d es un 
retardo en el tiempo. 
 

El objetivo de la identificación de estructuras 
es la de particionar los datos de entrada y salida 
[y(k),x(k)] del sistema no lineal y extraer reglas 
difusas. Se usa el siguiente ejemplo para explicar la 
importancia del agrupamiento en línea en el mismo 
tiempo indexado. Se considera la función no lineal 
como 
 

( ) [ ( )]y k f x k=                                                   (6) 

 
Por la norma del método de agrupamiento en 

línea propuesto en [1] la entrada y la salida se pueden 
particionar en 4 grupos, como se puede ver en la 
Figura 2. Estos grupos se pueden formar dentro de 4 
reglas como "IF x (k) is Aj THEN y (k) is Bj", j = 
1...4. Obviamente, para la 3rd regla: "IF x (k) is A3 
THEN y (k) is B3", esta no satisface la relación (6), 
porque la precondición x(k) y la consecuencia y(k) no 
ocurre al mismo tiempo. 

 
La idea básica del agrupamiento en línea es 

que los espacios particionados entrada y salida son 
acarreados fuera en el mismo tiempo indexado. Si la 
distancia desde el punto al centro es menor que la 
longitud requerida, el punto está dentro de ese grupo. 
Cuando un nuevo dato llega, el centro y el grupo 
deberían ser cambiados de acuerdo al nuevo dato. Se 
da el siguiente algoritmo. 
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Figura 2. Particionamiento del espacio de 

entrada/salida 
 
La distancia Euclidiana al tiempo k se define 

como 
 

( )
1

2 2

,
1 , ,

,

, ,

( )

j
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k x
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                                    (7) 

 
donde xi,máx=maxk{xi}(k)}, xi,mín=min{xi(k)}, 

ymáx=max{y(k)},  ymin=min{y(k)}, x i(k) y y (k) son 

los centros de xi y y al tiempo k, α y β son factores 
positivos, normalmente se pueden escoger 
α=β=(1/2). Para el Grupo j, los centros son 
actualizados como sigue 
 

( )

( )

2
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2
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2 1

2 1

1
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l
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=

=

=
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=
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∑
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                                           (8) 

 
donde l₁j es el primer número del Grupo j, l₂j es el 
último número del Grupo j. La longitud del Grupo j 
es mj=l ₂j-l₁j+1. El intervalo de tiempo del Grupo j es 
[l ₁j,l₂j] . El proceso de la estructura de identificación 
se puede formar con los siguientes pasos 
 
1. Para el primer dato G₁, k=1. y(1), xi(1) son los 

centros del primer grupo, x i
1=x(1), y j=y(1), 

l₁j=l ₂j=1. 
2. Si un nuevo dato [y(k),xi(k)] llega, l₂j=l₂j+1, se usa 
(7) y (8) para calcular dk. Si ningún dato nuevo llega, 
ir a 5. 
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2

1

n p q p q
i i

i

x x y y L
=

 − + − ≤  ∑

3. Si dk≤L entonces [y(k),xi(k)] está todavía en el 
grupo Gj, ir a 2 
4. Si dk>L  entonces [y(k),xi(k)] está en un nuevo 

grupo j=j+1 , el centro de Gj es x i
j=x(k), y j =y(k), 

l₁j=l ₂j=k, ir a 2 

5. Checar la distancias entre todos los centros x j, 

y j, Si ,                                           los dos grupos Gp 

y Gq están combinados dentro de un grupo. 
 
 

3. Kernel difuso 
 

Existen muchas maneras de escoger el kernel 
K(x,xk), solo se requiere que K(x,xk) satisfaga la 
condición de Mercer [2]. Por ejemplo el kernel lineal 
K(x,xk)= xk 

Tx, el kernel MPL K(x,xk) = tanh(k1xk
Tx + 

k2), kernel RBF K(x,xk)=exp(-||x-xk||
2/σ2 . En este 

trabajo, se usa el kernel difuso K( $x , z$ ) el cuál se 
define como 

( ) ( ) ( )
1

    y  ambos estan en  grupo
,

0                                     de otra manera

M

i k i i k
ik

u x u x x x jth
K x x =


= 



∏ �

 

Donde $x=[x ₁,x₂,x₃,…,xM]∈RM y 

z$ =[z₁,z₂,z₃,…,zM}] ∈RM son cualesquiera dos 
muestras entrenadas. ui(xk) es la función de 
membrecía del jth agrupamiento. 
    Sea el conjunto entrenado 
S={(x₁,y₁),(x₂,y₂),…,(xv,yv)} con variables 
interpretativas xi y las clases etiquetadas 
correspondientes yi, para todo i=1,2,…,v donde v es 
el número total de muestras entrenadas. Se asume que 
las muestras entrenadas están particionadas dentro del 
agrupamientos. Se puede ejecutar la siguiente 
permutación de muestras entrenadas: 
 

1 1 1 1

2

1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 2

1 1

 1 {( , ), , ( , )}

 2 {( , ), , ( , )}

  {( , ), , ( , )}
l l

k k k k

k k

l l l l
k k

grupo x y x y

grupo x y x y

grupo l x y x y

= …

= …

= …
M

               (9) 

 
donde kg, g = 1,2,..., l es el número de puntos de 
calidad para el ght agrupamiento, así que se tiene 

1

l

gg
k v

=
=∑ . Entonces el kernel difuso puede ser 

calculado usando el conjunto entrenado en (9), y la 

obtención matricial kernel K se puede reescribir de la 
siguiente forma: 
 

1

2

0 0

0 0

0 0

v v

l

K

K
K R

K

×

 
 
 = ∈
 
 
 

L

L

M O O M

L

                           (10)  

 
Como escoger la función de membrecía uj(xi) 

es otro problema. La función Gaussiana y la función 
triángulo son las funciones más populares para la 
función de membrecía de sistemas difusos. Cuando 
uj(xi) es una función Gaussiana, la función kernel es 

 

( ) ( ) ( ) 2
, exp

2
k j

k j k j

x x
K x x x xϕ ϕ

σ

 −
 = =
 
 

�
              (11) 

     
Se supone que el conjunto difuso entrenado es 

obtenido ya, el siguiente paso es formular el FSVM. 
Se comienza con la construcción de una función de 
costo, el FSVM también quiere maximizar el margen 
de separación y minimizar el error de clasificación tal 
que una buena capacidad de generalización puede ser 
ejecutada. 

 
    La construcción del problema de 

optimización del FSVM se formula como 
 

( )

( )
1

1
min , ,

2

  1 ,  1,2, ,

0,  1,2, ,

n
T m

i i
i

T
i i i

i

w w w C

sujeto y w x b i n

i n

ξ µ µ ξ

ξ

ξ

=

Φ = +

+ ≥ − =

≥ =

∑

K

K

   (12) 

 
donde m influye defusifisidad de la falta del término 
defusificado en la función de costo. Ahora la función 
de Lagrange es 
 

( )

( )
1

1 1

1
, , , , ,

2

1

n
T m

i i
i

n n
T

i i i i i
i i

Q w b w w C

y w x b

ξ α β µ µ ξ

α ξ βξ

=

= =

= +

 − + − + − 

∑

∑ ∑

              (13) 

 
donde αi y βi son multiplicadores de Lagrange no 
negativos. Diferenciando Q respecto a w, β y ξi, e 
igualando los resultados a cero se obtienen las tres 
condiciones de optimalidad siguientes 
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Cada grupo tiene un modelo difuso. Usando la idea 
del modelo Takagi-Sugeno [8], se pueden combinar 
los modelos locales en cada grupo dentro de un 
modelo global. Las reglas difusas tienen la siguiente 
forma 
 

( ) ( )
1 2 1 2

1:     

 

l l l l
j

nl l l l

i

R IF x x x and x x x

THEN y k f X k

≤ ≤ ≤ ≤

=   

K  

 
donde j=1⋯p, p es el número del grupo del 
agrupamiento en línea. Las funciones de membrecía 
para xi . El modelo difuso final es 
 

$

( ) ( )
( )

1 1

1 1

j
i

j
i

p n

i A
i j

p n

A
i j

f X k

y

µ

µ
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= =

 
    

 =
 
 
 

∑ ∏

∑ ∏
                        (15) 

 
El siguiente teorema ofrece un algoritmo de 

gradiente descendente estable para el modelado neuro 
difuso. 

 
Teorema 1 Si se usa el sistema difuso para identificar 
la planta no lineal (1) en el grupo j, el siguiente 
algoritmo de gradiente descendente con un rango de 
aprendizaje variante en el tiempo puede identificar el 
error e(k) acotado 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 T
kW k W k e k X kη+ = − Φ               (16) 

 

donde ( ) 2
1k X kη η= + Φ    , 0<η≤1. El error de 

identificación normalizado 
 

( ) ( )
( )( )2

1 max
N

k

e k
e k

X k
=

+ Φ   

                         (17) 

satisface la siguiente realización promedio 
 

( ) 2

1

1
lim sup

T

N
T k

e k
T

µ
→∞ =

≤∑                                   (18) 

donde µ =maxk}[ ‖µ‖²] . 

 
Observación 1  En general, un sistema difuso no 
puede igualar cualquier sistema no lineal 
exactamente. Los parámetros del sistema difuso no 
convergerán a sus valores óptimos. La idea de 
identificación en línea es forzar la salida del sistema 
difuso a seguir la salida de la planta. Aunque los 
parámetros no pueden converger a sus valores 
óptimos, (18) muestra que la normalización del error 

de identificación convergerá a la bola de radio µ . Si 

el sistema difuso puede igualar la planta no lineal (4) 
exactamente (µ(k)=0), i.e. se puede encontrar la 

mejor función de membrecía j
iA

µ  y W* tal que el 

sistema no lineal se pueda escribir como *( )
jiAy k W µ = Φ

 
 

Puesto que ||e(k)||>0, la misma ley de aprendizaje 
(16) hará asintóticamente estable el error de 
identificación ||e(k)||>0. 
 
Observación 2 Normalizando el rango de aprendizaje 
en (16) que es variante en el tiempo en orden para 
asegurar la estabilidad del error de identificación. 
Estos rangos de aprendizaje son más fácil de decidir 
que en [8] (por ejemplo seleccionando η=1), sin 
necesidad de cualquier información a priori. Los 
rangos de aprendizaje variantes en el tiempo pueden 
ser encontrados en un mismo esquema estándar 
adaptivo [3]. Pero estos necesitan modificaciones 
robustas para garantizar estabilidad de la 
identificación. El algoritmo esta derivado del análisis 
de estabilidad (o función ISS-Lyapunov), el 
algoritmo de [5] fue obtenido de la minimización de 
la función de costo. El enfoque a la cota del error de 
identificación, [5] enfocado al análisis de 
convergencia. Es interesante ver que dos métodos 
diferentes pueden obtener resultados similares. 
 

Ahora el caso de las funciones de membrecía 
entrenadas de consecuencia y premisa. Las 
condiciones iniciales son cji(1) = xi

*, wj(1) = yi
*,σji (1) 

es aleatorio en (0; 1). Puesto que las funciones de 
membrecía son funciones Gaussianas, la salida del 
sistema difuso se puede expresar como 
 

$
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2

2
1 1
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2
1 1

exp
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j

sv n
j ji

i
i j ji

sv n
j ji

i j ji
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w

y
x c

σ

σ

= =

= =

  −
  −
  

  =
  −
  −
  

  

∑ ∏

∑ ∏

                           (19) 

 
 
Teorema 2 Para el modelo neuro difuso tipo TSK, se 
selecciona Aji como funciones Gaussianas. La salida 
del sistema lógico difuso se puede expresar como 
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donde *
jic  y  *2

jiσ son parámetros desconocidos los 

cuáles minimizan la dinámica no modelada µ, y x0 

=1. 
 

4. Simulaciones 
 
    Se considera la función no lineal la cual tiene la 
forma [7] 
 
 f(x₁,x₂)=0.52+0.1x₁+0.28x₂-0.6x₁x₂ 
 

Los datos de entrenamiento son seleccionados 
como x₁(k)=-1+((2k)/T), x₂(k)=1-((2k)/T), k=1,2,⋯T. 
Se escoge α=0.4, β=0.6. Se observa que los cambios 
máximos en la entrada y la salida son 
aproximadamente 1 y 2, así α‖xmax-xmin‖+‖ymax-
ymin‖β=16, L se podría escoger como L<1.2, en esta 
aplicación se selecciona L=0.5. El particionamiento 
entrada-salida  se muestra en la Figura (3). Se 
representa el centro como "o" de cada grupo, y "+"  es 
la frontera entre los grupos. Se puede ver que hay 7 
grupos. Por ejemplo, los intervalos de tiempo del 4th 
grupo son l1

2=94, l1
2=238. 

 
Las funciones de membrecía entrenadas para 

cada grupo, son 7 funciones de membrecía para x₁ se 
muestran en la Figura (4). Entonces los parámetros 
fijados de las funciones de membrecía, se usan otros 
300 datos para la prueba del modelo. El dato probado 
es x₁(k)=1-((2k)/T), x₂(k)=-1+((2k)/T), k=1,2,⋯,T. El 
resultado final del modelado después de los modelos 
locales (p=7, Figura 5) se muestra en la Figura (6). 
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Figura 3. Agrupamiento en línea. 
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Figura 4. Función de membrecía de xi. 
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Figura 5. Funciones de Membrecía para 7 reglas 

usando kernel difuso. 
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Figura 6. Resultado final. 
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6. Conclusión 
 
 En este trabajo se propone un eficiente 
enfoque para modelado de sistemas no lineales 
usando FSVM junto con la extracción de reglas. 
Algunas técnicas son utilizadas para este nuevo 
enfoque. Primero se propone un agrupamiento en 
línea la cual divide el espacio de datos de 
entrad/salida en grupos en el mismo intervalo de 
tiempo. Después se utiliza el enfoque de FSVM para 
obtener los support  vectors en cada grupo. Con estos 
support  vectors se construyen las reglas difusas para 
obtener el correspondiente sistema difuso. 
Posteriormente la estructura de identificación, en el 
intervalo de tiempo variante es aplicada para obtener 
los parámetros de identificación. Las contribuciones 
de este trabajo  son: 1) el método de agrupamiento en 
línea y el enfoque de FSVM son usados para la 
extracción de las reglas, 2) la cota superior del error 
de modelado y la estabilidad son probados para el 
modelado difuso.   
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