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Resumen 
 
 Las técnicas de identificación neural son muy 
útiles para el problema de dinámicas desconocidas e 
incertidumbres durante la elaboración de un modelo 
que represente de forma precisa el comportamiento 
de un robot. En este trabajo se propone la utilización 
del modelo de una Red Neuronal Recurrente 
Entrenable (RNRE) para el modelado de un robot 
cilíndrico. La RNRE propuesta consiste en una red 
multicapa con retroalimentación local en la única 
capa oculta, para aproximar a la dinámica del robot. 
El algoritmo de aprendizaje para esta topología es el 
backpropagation (BP) dinámico. Los resultados de la 
simulación gráfica de dicha aproximación obtenida a 
través de la RNRE, mostraron una buena 
convergencia y un seguimiento preciso.  
 
Palabras clave: Redes Neuronales, Identificación de 
sistemas, Robots manipuladores. 
 
 

1. Introducción 
 
En general, los robots manipuladores pertenecen a la 
clase de sistemas no lineales y variantes del tiempo. 
Para estos manipuladores los controladores que se 
utilizan para gobernar su comportamiento son de tipo 
avanzado y robusto que requieren necesariamente 
algún conocimiento sobre el comportamiento 
dinámico del sistema bajo control [1]. En el caso de 
los robots manipuladores, la mayoría de las veces es 
difícil obtener información paramétrica importante, 
como la matriz de inercia y centros de masa de las 
articulaciones con suficiente precisión. Los efectos de 
la fricción y la inercia, por ejemplo, dependen del 
estado del sistema, aunado a la adición de cargas,  
pueden afectar el comportamiento dinámico en 
general. En este contexto, la técnica de identificación 

neural ofrece la posibilidad de aprender 
comportamientos no lineales a través de la 
presentación de patrones de entrenamiento 
entrada/salida adecuados para ayudar a superar las 
dificultades antes mencionadas. Como se informa en 
la literatura, los resultados de diversos estudios 
demuestran que las redes neuronales artificiales 
(RNA) parecen ser una herramienta muy eficaz para 
la identificación y control de sistemas no lineales 
cuando se tiene información parcial o nula sobre ellos 
[2]. La capacidad para aproximar la compleja relación 
no lineal sin conocimiento previo de la estructura del 
modelo hace a la RNA una alternativa muy atractiva 
para el modelado clásico y técnicas de control. Esta 
propiedad ha sido demostrada por el teorema de 
aproximación universal [3]. Las arquitecturas de red 
más utilizadas son la Red Neuronal Feedforward 
(RNFF) y la Red Neuronal Recurrente (RNR). En una 
RNFF las señales se transmiten en una sola dirección, 
a partir de la capa de entrada y posteriormente, a 
través de las capas ocultas de la capa de salida, y se 
requiere la aplicación de retardos unitarios globales 
para lograr una relación no lineal auto-regresiva 
promedio del modelo del robot. Una RNR tiene 
conexiones de retroalimentación local en algunas de 
sus capas ocultas. Esta estructura es una alternativa 
adecuada a la RNFF cuando la tarea es elaborar el 
modelo de un sistema dinámico. Como se mencionó 
anteriormente, la principal ventaja de la RNR en el 
modelado de un robot es su capacidad de aprender de 
forma adaptativa funciones no lineales, cuyas formas 
de análisis son difíciles de obtener y cuyas soluciones 
son difíciles de calcular. Este hecho se refleja en el 
uso difundido de enfoques neuronales en problemas 
de robótica, ver por ejemplo [4], [5], [6]. En la 
mayoría de estas obras se manifiesta el inconveniente 
de utilizar RN estáticas de orden superior pues tienen 
una gran complejidad que hace difícil su aplicación. 
En [7], [8] [9], Baruch et al. define la arquitectura de 
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la Red Neuronal Recurrente Entrenable (RNRE) con 
un algoritmo de aprendizaje backpropagation (BP) 
dinámico que ha simplificado el problema en 
aplicaciones de identificación y control de diferentes 
plantas de naturaleza mecánica o biotecnológica. En 
el presente trabajo, esta RNRE se utiliza para una 
identificación no paramétrica de un robot cilíndrico 
modelado por un conjunto de ecuaciones 
diferenciales no lineales de segundo orden. El 
esquema del documento es el siguiente: En la sección 
2 se introduce un modelo analítico que describe la 
dinámica del cuerpo rígido de un robot manipulador 
cilíndrico. En la sección 3 se presenta la descripción 
de la RNRE y el algoritmo de aprendizaje. En la 
sección 4 se presentan los resultados de simulación de 
la identificación de plantas utilizando RNRE. 
Finalmente, la sección 5 reúne las conclusiones del 
documento. 
 
 
2. Modelo analítico de un Robot Cilíndrico 

y formulación del problema 
 
 Se han desarrollado una gran variedad de 
métodos para derivar las ecuaciones que representan 
la dinámica de un robot manipulador. En esta sección 
se presenta un conjunto general de las ecuaciones 
diferenciales que describen la evolución temporal de 
un robot cilíndrico. Estas son las ecuaciones de Euler-
Lagrange de movimiento. 
 
 La formulación de Lagrange se basa en las 
coordenadas generalizadas de fuerza y energía. Si el 
manipulador se mueve libremente en el espacio de 
trabajo, entonces la ecuación dinámica del 
movimiento de un grado de libertad del robot se da en 
la forma de la siguiente matriz de movimiento de n  
grados de libertad: 
 
 ( ) ( , ) ( )+ + =&& & &M q q C q q q G q τ  (1) 
 
donde τ  es el vector de torque generalizado de 
dimensión 1×n  aplicado a las articulaciones o 
juntas; q , &q  y &&q  son el vector de variables de las 
juntas del robot manipulador, su primera y segunda 
derivada, respectivamente. El primer término ( )M q  
es la matriz de inercias de dimensión ×n n. El 
segundo término ( , )&C q q  es la matriz de fuerzas 
centrífugas y de Coriolis. El último término ( )G q  es 
el vector 1×n  que representa la acción de las fuerzas 
gravitacionales. 
 
 El robot es un manipulador cilíndrico de tres 
grados de libertad, incluyendo dos articulaciones 
prismáticas y una articulación rotacional. Las 

variables comunes son las coordenadas cilíndricas del 
efector final con respecto a la base. La configuración 
cilíndrica se muestra en la figura. 1. 
 
 

 
Fig. 1.  Configuración del robot cilíndrico. 

 
 En este caso, el vector de coordenadas 

generalizadas es 1 2 3[ , , ]= Tq q q q . Siguiendo la 

metodología de Euler-Lagrange se obtiene la matriz 
de inercia siguiente 
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 La matriz de fuerzas de Coriolis es 
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 El vector de fuerzas gravitacionales es 

[ ]( ) 0,0,0
T

G q =  y el vector de torque es 

[ ]1 2 2 3 3, ( ) ,
T

f m m g fτ τ= − + . Aquí 1q , 2q  y 3q  

denotan la posición angular de la junta rotacional y el 
desplazamiento de las dos juntas prismáticas, 

respectivamente. Para 2,3,=i  im  denota la masa 

de cada eslabón del robot manipulador, localizadas al 

centro de cada eslabón. 1 2 3, ,zz yy yyI I I  son los 

tensores de inercia del eslabón i  alrededor del centro 

de masa del eslabón i . 1τ , 2f  y 3f  denotan el 
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torque y las fuerzas verticales y horizontales, 
respectivamente. g  es la aceleración debida a la 

acción de la gravedad. −fric if  denota la fuerza de 

fricción en la junta i . Cabe mencionar que siguiendo 
el procedimiento Newton-Euler se llega al mismo 
modelo dinámico del el robot cilíndrico [10]. 
 

 Ahora, considerando que [ , ]= &
Ty q q  es la 

salida del sistema dinámico del manipulador (1) 
cuando un vector generalizado de torque τ  es 
aplicado al robot cilíndrico, formulamos entonces el 
problema de identificación: 
 
Problema 1: Supongamos que la ecuación dinámica 
del movimiento (1) para el robot manipulador 
cilíndrico se desconoce. El problema de 
identificación consiste en obtener un modelo que nos 
permita inferir cómo el robot manipulador cilíndrico 
responderá a otras entradas todavía desconocidas 
mediante la aproximación de la trayectoria de salida 
del manipulador del sistema. Es decir, para un 

experimento de duración ft , deseamos determinar un 

modelo con una salida ˆˆ [ , ]= &
Ty q q  que aproxime la 

respuesta, utilizada durante el experimento, utilizando 

únicamente los datos observados { }, , [0, ]∈ fy t tτ . 

 
 
3. Descripción de la topología de la RNRE y 

su aprendizaje 
 
 Con la ayuda del método diagramático [11] y 
siguiendo la figura 2, presentamos la topología de una 
RNRE descrita en forma vector-matriz como 
 

 
ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ),

ˆ( ) [ ( )],

+ = +
=

x k Ax k Bu k

y k F v k
 (4) 

 
donde ( ) ( ),v k Cz k=  ˆ( ) [ ( )];z k G x k=  [ ]F ⋅  y 

[ ]G ⋅  vectores de funciones de activación; ˆ,y  

ˆ,x û son los vectores de salida, estado y entrada de la 

RNRE con dimensión p , N , 1+n , 

respectivamente; aquí 0ˆ [ , ],Tu uτ= donde τ  es el 

vector generalizado de torque de entrada y 0 1= −u  

es una entrada de umbral; Aquí el vector de salida de 
la planta y  es considerado como la salida de 

referencia para la RNRE; Aes una matriz de 
dimensión N N×  diagonal a bloques, definida 

como ( );iA block diag A= −  1 0[ , ]B B B=  y 

1 0[ , ]C C C=  son matrices aumentadas 

( 1)N m× +  and ( 1)L N× +  respectivamente; 0B  

y 0C  son vectores de umbrales de dimensión 1N ×  

y 1L×  de las capas ocultas y de salida 
respectivamente. 
 
 

 
 

Fig. 2.  Diagrama a bloques de la RNRE y su versión 
adjunta. 

 
 El algoritmo de aprendizaje asociado se 
describe como: 
 

 
( 1) ( ) ( ) ( 1),

ˆ( ) ( ) ( ),

+ = + ∆ + ∆ −
= −

ijw k w k w k w k

e k y k y k

η α
 (5) 

 
donde w  es una matriz generalizada de pesos 

denotando a cada una de las matrices ( , , )A B C  en 

el modelo de la RNRE, a ser actualizadas; w∆  

( , , )A B C∆ ∆ ∆ , es la corrección de w  ( , , )A B C ; 

η , α  son parámetros de aprendizaje; ,e  

1 2 3( , , )e e e  son vectores de error de dimensiones 

apropiadas, calculados a partir del modelo adjunto de 
la RNRE (fig. 2). La corrección de pesos asociada y 
los correspondientes vectores de error son: 
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 (6) 

 
donde 2ˆ ˆ[ ( )] [1 ( )]′ = −F y k y k  y 2[ ( )] [1 ( )]′ = −G z k z k  

son las derivadas de las funciones de activación; la 
estabilidad de la RNRE es asegurada mediante el 
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acotamiento debido a las funciones de activación 
dentro del intervalo ( 1,1)−  y a la condición de 

estabilidad local impuesta sobre la matriz de pesos, 

1iA < . 

 
4. Resultados de simulación de la 

identificación del robot cilíndrico 
utilizando RNRE 

 
 Bajo la premisa del problema 1, esta sección 
está dedicada a obtener una RNR para aproximar la 
dinámica del robot. Aquí hacemos uso de la RNRE 
definida en (4), (5) y (6) establecida en el apartado 
anterior. El diagrama de bloques del proceso de 
identificación se ilustra en la figura. 3. 
 
 

 
Fig. 3.  Diagrama a bloques del modelo de 

identificación. 
 
 Para propósitos de simulación se usaron los 

siguientes valores de parámetros: 29.8( ),g ms−= −  
2

1 2 3 2.5( ),zz yy yyI I I kgm+ + =  2 5( ),m kg=  y 

2 2.5( )m kg=  tomados de la literatura [10]. 

También fue considerado que 1
1 0.1( ),fricf kgs−

− =  

1
2 0.2( )fricf kgs−

− =  y 1
3 0.3( )fricf kgs−

− = , así 

como un tiempo de duración 50( )ft s=  con un 

tamaño de tiempo de muestreo de 0.01( )ft s= . El 

vector generalizado de torque de entrada se tomó 
como [ ]1 2 2 3 3, ( ) ,

T
f m m g fτ τ= − +  donde 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3

3 3

1

2 2
2

2 2
3

5sin ,
4

1 1 sin 3 ,
3 6

1 1 sin 2 .
2 3

t t

t t

t

f e e t

f e e t

πτ

π π

π π

− −

− −

 =  
 

= − + −

= − + −

 (7) 

 

 En orden de obtener datos experimentales 

apropiados { }, , [0, ]fy t tτ ∈  implementamos una 

acción de retroalimentación de estado a lo largo del 
vector de entrada τ , los datos obtenidos se muestran 
en la figura. 4 y la figura. 5. 
 
 

 
Fig. 4.  Variables generalizadas de posición de las juntas 

del robot manipulador. 
 

 
Fig. 5.  Variables generalizadas de velocidad de las 

juntas del robot manipulador. 
 
 Tenga en cuenta que el rango de las funciones 
de activación tanh( )⋅ −  se encuentra en el intervalo 

[ 1,1]− . Luego, para aproximar funciones con un 

rango fuera de dicho intervalo es necesario 
normalizar tales funciones; de otra manera, la RNRE 
no podrá aproximar funciones fuera del rango  
[ 1,1]− . Así, la trayectoria de salida del robot 

cilíndrico es normalizada. 
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Ahora, el sistema (1)-(3) es considerado como 

un sistema no-lineal de dinámica desconocida. 
Proponemos una RNRE para aproximar dicha 
dinámica, utilizando una topología de la RNRE de (4-
10-6) (4 entradas, 10 neuronas en la capa oculta, 6 
salidas). Los parámetros de velocidad de aprendizaje 

para el algoritmo de aprendizaje BP son 0.1,α =  

0.001η = .  

 
Los resultados de simulación de identificación 

utilizando la RNRE son obtenidos en línea durante un 
tiempo se simulación de 100(s) con un tamaño de 
paso de 0.01(s). Las entradas de identificación están 

definidas por (7) con un tiempo final 100( )ft s= . 

Cabe mencionar que fue obtenida la evolución de q̂  

comparada contra sus correspondientes señales de 
referencia q  mostradas en la  Fig. 6. 

 
 

 
Fig. 6. Identificación de la posición de las juntas del 
robot: referencia (línea sólida) y su estimado (línea 

punteada) 
 

En la Fig. 7 presentamos los resultados de la 

identificación de la velocidad ̂q&  comparada con su 

correspondiente señal de referencia q& . 

 
Los resultados de la simulación muestran la 

eficacia de la RNRE propuesta. Esto se observa mejor 
en la gráfica del índice de desempeño dada en 
términos del error medio cuadrático, donde se obtiene 
una alta precisión de convergencia, ver fig. 8. 

 
Fig. 7. Identificación de la velocidad de las juntas del 
robot: referencia (línea sólida) y su estimado (línea 

punteada) 
 
 

 
Fig. 8. EMC obtenido utilizando la RNRE propuesta 

 
 

5. Conclusiones 
 

En este trabajo se resuelve el problema de 
identificación de un robot manipulador cilíndrico 
mediante el uso de las RNRE. El uso de las RN 
permite obtener un modelo que permite inferir cómo 
el robot manipulador cilíndrico responderá a entradas 
desconocidas. La eficiencia del algoritmo propuesto 
se ilustra en las simulaciones donde se observa un 
seguimiento preciso y una convergencia aceptable. El 
contar con un modelo que predice el comportamiento 
del robot cuando no se tiene un modelo descrito por 
un conjunto de ecuaciones diferenciales permitirá el 
desarrollo de controladores que a su vez utilizaran los 
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beneficios de las RNRE para gobernar el 
comportamiento del robot manipulador sin 
necesariamente contar con algún conocimiento sobre 
el comportamiento dinámico del sistema bajo control. 
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