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Resumen - El objetivo primordial de este articulo es
obtener el modelo dindmico de un sistema mecatrénico tipo
helicéptero lamado Twin Rotor MIMO System, valiéndose de la
geometria del sistema; las matrices de rotacion; la ecuacién de
Euler-Lagrange para sistemas conservativos y las energias
presentes en el mismo. El sistema presentado esta basado en un
prototipo realizado por la compaiiia Feedback®©.

. INTRODUCCION

Un sistema MIMO proviene del inglés (Multiple Inputs Multiple
Outputs) que en espafiol significa Multiples entradas y multiples
salidas, entonces el significado completo del Twin Rotor MIMO
System es Sistema de multiples entradas y multiples salidas de
Rotores Gemelos que a partir de este momento llamaremos TRMS.
E1 TRMS es un sistema muy parecido a un helicoptero comiin, con
las siguientes excepciones: estd sujeto a una base inmovil (esto
significa que no puede elevarse libremente); contienen un péndulo
de contrapeso; contiene topes mecanicos (estos topes permiten que
el sistema no gire 360° en su eje horizontal y vertical), contiene
topes mecanicos (estos topes permiten que el sistema no gire 360°
en su eje horizontal y vertical); y no depende al 100% de las fuerzas
aerodinamicas. Estas excepciones no impiden que podamos simular
los movimiento de un helicoptero real como son: vuelo estacionario,
movimientos de cabeceo (variacion del angulo de ataque), giros
verticales limitados (alabeo) y una combinacion de ambos.

El modelo del TRMS tiene diversas aplicaciones como en las areas
de; aerodinamica (podemos explicar el modelo de movimiento de un
helicoptero de forma mas sencilla y aplicarla a medios de transporte
mas eficientes), mecanica, robdtica, control y mecatronica (estudiar
el movimiento del mismo y asi construir nuevos disefios de robots
moviles aéreos), ademas de realizar simuladores de vuelo
sofisticados y con una interfaz mas agradable para la ensefianza a
pilotos en areas tanto militares como comerciales.

Ahora, el problema principal es proponer un modelo matematico
que describa al TRMS, que sea estable y eficiente para colocarlo en
una plataforma de simulacion virtual capaz de comportarse como el
sistema real en si.

II. DESCRIPCION DEL PROTOTIPO

La estructura fisica del TRMS esta conformado por una base de
forma trapezoide la cual actiia como base de la estructura y donde
esta contenida la tarjeta electronica y circuiteria propia del TRMS,
enseguida tenemos la barra de color negro que funciona como
soporte principal del sistema el cual esta hueco y funciona para
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proporcionarle al helicoptero una altura. Es importante mencionar
que al ser un prototipo tipo helicoptero, este sistema contiene dos
rotores, cada uno con una hélice, estas aspas se encuentran a 90° con
respecto al plano (x,y) y perpendicular uno del otro, cada hélice es
diferente la una de la otra.
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Figura 1. Sistema TRMS

La hélice a la que llamamos hélice principal contiene un rotor el
cual la hace girar, a este rotor lo denominamos rotor principal es la
que contiene una circunferencia y peso mayor, ademas de que es la
hélice que gira paralelamente al plano (x,y), gracias al rotor
principal el helicoptero puede subir o bajar. Este rotor esta
conformado por un motor de DC de la marca A-max el cual contiene
un tacometro interno.

La segunda hélice es la que gira paralelamente al plano (x,z) en el
sistema de referencia al cual denominamos hélice de cola, a dicha
hélice le corresponde un rotor al que nombramos rotor de cola y
debido a este rotor es que el sistema puede dar giros tanto a la
derecha como a la izquierda, también a este rotor se le conoce como
rotor anti-par; ya que es el que evita que el helicoptero gire por la
propia accion del rotor principal y compensa este movimiento, a este
fendmeno se le denomina efecto anti-par. Este rotor también
contiene un motor de DC de la marca A-max que también contiene
un tacometro en la parte trasera y es el que se encarga de contar las
revoluciones del motor.

El movimiento presente en las hélices del TRMS, al igual que
cualquier sistema de control de posicion y/o velocidad con
retroalimentacion, requiere el uso de sensores acoplados al eje del
motor que acciona cada hélice. Para obtener el control de un sistema
mecatronico es necesario determinar el comportamiento de su
dinamica, gracias al uso de leyes fisicas y establecer su modelo
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matematico el cual podemos determinarlo estudiando su
movimiento dentro de su espacio de trabajo, la dindamica del sistema
y la energia total del mismo.

I1I. CINEMATICA DIRECTA

La cinematica directa consiste en describir de forma matematica la
ubicacion de un cuerpo en el espacio cartesiano (x,y,z) en funcion
de un sistema de coordenadas articulares capaces de hacernos llegar
a la posicion deseada. En este sistema en especifico emplearemos un
método geométrico para la ubicacién espacial de un punto en
especifico del sistema TRMS con respecto al primer grado de
libertad, para el segundo grado de libertad, se analizara el
movimiento debido al segundo eslabon gracias a las matrices de
rotacion y con ayuda del teorema de Pitdgoras y funciones
trigonométricas hallar la cinematica directa.

Linea Lt
| |

\{nguln Tijo
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amuneca

Figura 2. Ubicacién del efector final del TRMS

Primero se eligio una distancia ll para el sistema que representa la
distancia del centro del brazo (hombro) hasta el centro de la hélice
de cola (codo), enseguida se trazo una linea imaginaria 12 a partir

del codo hasta el extremo opuesto del péndulo que contiene el
TRMS, ya que esta distancia es fija, nos permite trabajar con un

angulo @ que es constante al igual la distancia 12. También es

necesario determinar el punto donde se ubica el efector final en el
TRMS, asi que determinamos que se encuentra en la parte final del
péndulo, exactamente en la parte central del pequefio cilindro que lo
compone, como se observa en la figura 2, entonces la cinematica
directa se enfocara en encontrar la cinematica directa en ese punto
del TRMS.
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Figura 3. Distancia definida del efector final
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Utilizando el teorema de Pitagoras de acuerdo a la figura 3
obtenemos [5][6]:

- C.0. 5 A c.qa.
Hla) — — Y <o) = —

5 ¥ h (1)

Donde /& = ,; y despejamos los catetos opuestos y los catetos

adyacentes a partir del angulo fijo &' entonces tenemos:

0., =lasin(a) y c.a.,=—lzcos(a) (2)

A partir de estas ecuaciones podemos decir que la posicion de casa
del efector final del sistema se encuentra en las siguientes
coordenadas (X,y,z):

T i —c.o.q
y | = 0 3)
z Cullgy
sustituyendo C.0., y C.d., tenemos:
T Iy — lo sin(a)
iy = 0 (4)

z —1s cos(a)

Ahora debemos de girar la figura con respecto al eje y un angulo ¢,

que se encuentra perpendicularmente a los (x,y), esto significara que
el primer eslabon y el efector final (segundo eslabon) se encuentran
girados, y se debe de encontrar la ubicacion de ellos en el plano
(x,y,z) geométricamente.

Figura 4. Movimiento del primer grado de libertad q1 del TRMS
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Utilizando la misma metodologia para ubicar la posicion de casa y
valiéndonos de las identidades trigonométricas la expresion para

T
[)C1 > Vi Zl] queda de la siguiente manera:

Iy cos(qy) — lasin(qy ) cos{a) — Iy cos(q ) sinla)
0
—lasin(qy ) — Iy cos{qq ) cosla) + lo sin(qy ) sin{a)
(5)

Este resultado puede ser obtenido usando las matrices de
transformacion homogéneas, donde usaremos la matriz de rotacion
con respecto a y que es la siguiente [2].

cos(f) 0 sin(@)
R(y,0) = 0 1 0 (6)
—sin(#) 0 cos(d) 224
la operacion a efectuarse es:
Ty 2
y | =R(y.0) | v (M

z1

Ahora se obtiene la cinematica del segundo eslabén pero girando el
sistema ahora sobre el eje y y girando el TRMS a un segundo angulo
llamado q2 esta operacion es muy compleja para realizarla
geométricamente, es por eso que se realizd por medio de las
matrices de transformacién homogéneas son respecto al eje y, la
matriz es:

cos(¢p) —sin(a) 0
R(y.¢) = | sin(¢) cos(¢) 0O (8)
0 0 1

X4 Caq, > X
Co,, Li ™ -
5 L2 u\"
dq,« ._*
q1 -"::-: Caq 1@
Oq 1 .-: g
. fCai

Efector final
Figura 5. Movimiento del segundo grado de libertad q2 del TRMS
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entonces:

k) Ty
va | = Rly.¢) | »n (9)
Z2 21

T
asi tenemos para el vector [x2 s Vas Zz]

19 cos(gs ) cos(gy ) — lo cos(ge ) sinlg; ) cos(a)—
15 cos(qga ) cos(q ) sinfa)

{9 sin{q2 ) cos(gy ) — la sin{ga ) sin(qq ) cos(a)—
I sin(gs ) cos(qq ) sin{a)

—lysin(qy) — la cos{qq ) cos(a) — Io sin(q ) sin{a)

(10)

Para encontrar los vectores de velocidad en esta etapa se deriva las
ecuaciones de desplazamiento tanto para el eslabon uno y el eslabon
dos y se agrupan como vectores el cual obtendremos un v1 y un v2
los cuales son los vectores de velocidad para los eslabones.

Derivando la ecuacion (5) obtenemos la velocidad del primer

eslab()n[)'c1 Vi Zl]T:

—1y sin{qq g1 — I cos(gq) cos(a)g; + la sin{q; ) sin(av)qy
0
—11 cos(q1)q1 — la sin(qy ) cos(a)gy + s coslqq )sin{a)qg
(11)
Sabemos que la derivada de la posicion del primer eslabon es la
velocidad de ella asi que, la ecuacion de la energia cinética requiere

tener la velocidad al cuadrado, asi que necesitamos multiplicar el
vector resultante por su vector transpuesto de la siguiente forma:

t-'% — 'L-‘%ﬂt-'l (12)

Realizando la multiplicacion, asociando y factorizando términos y
los escribimos de la siguiente manera:

t'f = (=l sin(q1)¢1 — l2[cos{q1 ) cos(a) + sin(q1) sin(a)]q 2

(11 cos(g1)g1 — l1[sin(gy ) cos(a) + cos(qy ) sin(a)]q, e
(13)
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Obteniendo los términos en su maxima expresion y eliminando
todos los términos podemos escribir el resultado de la siguiente
forma:

v? = (I — 21y sin(a) + 13]¢F (14)

Esta es la expresion final de la velocidad al cuadrado para el primer
eslabon y la que utilizaremos en la energia cinética del primer
eslabon. Ahora debemos obtener la velocidad del segundo eslabon

[x2 s Vs Zz] utilizando la posicion descrita en la ecuacion (10):

—I1 cos(gz )sin(gz g2 — Lo sin{qu ) cos(g2 ) g1+
Iz cos{a ) sin{q ) sin{gs )gz — -2 cos(gs ) cos(a) cos(qs hg1+
13 sin(a) cos{qs ) sin{gs )gz + l.2 sin(g, ) sin{a) cos(qgz )g;

Iy cos(qa ) coslga)ga — L sin(gy ) sinfga g —
15 cos{a) sin{qy ) cos(q2 )gs — l.2 cos(ga ) cos(a) sin{gs Jgy—
12 sin(a) cos(gs ) cos(gs )gs + Lo sin(g, ) sin(a) sin(qa)q,

1y cos(gz gy + 12 cos(a) sin(gqy ) cos(ga Jga—
1.2 cos(ge) cos(a) sin(gaz )g) —
{2 sin(a) cos(gz) cos(g2)qz2 + L2 sin(gq ) sin(a) sin(g2 ),

L < 321
(15
la velocidad al cuadrado la obtenemos usando la ecuacion:
!.fg = L’QT‘{'Q (16)

escribiendo la ecuacion (29) en su minima expresion tenemos Vv,

(—20y13 + 21l2)sin(a + g1 ) cos(agy )6 * — 2 Iy sin(a + g )da”
+(—213 — 20%,) cos(a + gy ) cos(a) cos(q; )gi '+
(17 + 13) cos* (g1 )ga” — 213 cos{a — q1) cos{a) cos(g )g2"—
2ol sin(a)gs® + 13 cos™ (@) ga”

(17)

IV. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Podemos hallar la energia cinética descomponiéndola como la suma
de dos partes es decir de los eslabones correspondientes:

Kilg.q) =Kilg.q) + Kalg,q) (18)
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donde tenemos para el eslabon uno y el dos:

" : 1 — - -

L.[q.q]:imli_“l‘+gflqlz (19)
URRPUET DRI S—— .
Ka(g 4) = gmava+ 5T [dy + Gi]° (20)

De forma similar, la energia potencial puede descomponerse como

la suma de dos partes U(q)=U,(q)+U,(q) donde U, y
U2 son las energias potenciales asociadas a las masas m1; y
m, respectivamente:

Ui (g) = —mylzsin(qi )g — milz cos(qi)g

¢
+malasin(gy ) sin(e)g @n

Ualg) = —maly sinlqy )g — mals cos(qy g

: . (22
+mizla sin(q ) sinf{a)g =

sustituyendo todos estos términos (32),(33),34) y (35) y
reemplazandolos en la ecuacion siguiente obtenemos el lagrangiano:

Llg,q)=Kilg.q) +Kalg.q) — U (g) —Ua(q) (23)

tenemos:

L(g.q) = %m 11362 — mylylg sin{a)g? + %mn’%q’,z +Ig,2

+imyla sin(qy )g + mals cos(q ) cos{a)g — mylasinlg ) sin(a)g
+ma(—=lils + leylea) sin(a + gy ) cos(gy )Gy ? — maly by sin{a + q1 )ga*
+ma(—15 — I%;) cos{a + @1 ) cos(a) cos(qi )¢

maly sin(qy )g + mala cos{gy ) cos{a)g — mala sin(gy ) sin(a)g

mal cos(a — q1 ) cos(a) cos(gy )da® — maleyles sin{a)dg +

1 i ; ] 1 ’
+3m2{1f + B)cos? (g1 )ga? — Sm 3(13 cos?{a)ga? + ;I: lg1 + e‘,r'z]2
- - B (24)

Ahora se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange (38) con la
finalidad de obtener la ecuacion del modelo dinamico. Para el
primer y segundo grado de libertad q1 y q2 tenemos que:

= 6L(q,,q)

=%i=12
Ag;

d[@'ﬁ{q.ql} (25)

dit| b4

donde L(q, q) representa al Lagrangiano, que es la diferencia

entre la energia cinética K(q,q) y la potencial U(g).
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Las ecuaciones dinamicas que modelan al TRMS se obtienen por
medio de la ecuacion (25) y sustituyendo los valores de las
ecuaciones y realizando las operaciones respectivas tenemos:

i = [mdf —2mylylasin(a) + 2mal—lils + Lo lea) sin(a+ qq )
cos(qy ) + 2mz(l3 — I2,) cos(a — g1 ) cos(ar) cos(qy ) — 2maleleo
sin(a) + La|gi +T2g2 + [2ma(—lila + lales) cos(a + g1 ) cos(q)
—2ma(—1ils + laqlee) sin(a + gy ) cos(qy) — 21?12(!% = f%isin(o
—q1) cos{a) cos(qi) — 2ma(l3 — I23) cos(a — gy ) cos(a) sinlg, )
—2ma(—lils + Lales) cosla + g ) cos{gy) = mal—lils + loiles)
sin(a + gy ) sinfg ) + ma(—12 = 1%,) sin(a — g1 ) cos(a) cos(q )

2

+ma(l3 — IZ3) cos(a — q1) cos(a) sin(g1 ) — ma(If — 13) cos(q1)
sin(q }](,1'12 + [mylyls cos{a +q1) + mg!'f sinfa — q; )

cas(a) cos(q1 ) + mal3 cos(a — g1 ) cos(a) sin(q1 )]ga” + [mily
cos(qy ) + mylz cos(a) sin{qy ) — maly cos(qy) + mylasin{a)
cos(q1 ) + mala sin{a) cos(q1 ) + mals cos{a) sin(q: )]g

(26)

y para T, tenemos:

11 = [~2malilasin(a + q1) + ma(l] — 13) cos®(g1 )—
2mal3 cos(a — qi ) cos(a) cos(q1) + 2mal3 cos®(a) +Iz2]ga
+[2malyla cos{a+q1) — mg(r'f —Jg)sili{m 4+

2msl3 sin(a — g1 ) cos(a) cos(gy )+

2mal3 cos(a — g1 ) cos(a) sin(qr )]d2 + Tad)

(27

donde 7, y T, son los pares de energia necesaria para que actiien
los eslabones uno y dos, y como hablamos de un helicoptero,
T, alimentara a la hélice principal y 7, alimentara a la hélice de

cola, esto significara que cada hélice necesitard de un control
independiente.

V. MODELO DINAMICO
En forma general, la estructura del modelo dindmico para un robot

de n grados de libertad esta definida en la ecuacion (1.2) por lo que
las ecuaciones de movimiento usando la siguiente forma general [3]:

my Mgz G |, | e e G |, | & 4
mai  maz G2 a1 e g2 92

(28)
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Los componentes de cada matriz se detallan a continuacion:

myy = myli — 2mylilasin(a) + myli + I, + 2ma(—lila+
Lol ) sin(a 4+ gy ) cos(gy ) + 2ma(l3 — [2) cos(a — q1 ) cos(a)
cos(qy) — 2maley o sin(a) + I

(29)
Mz = I—g (30)
ma =1y (31)
Moy = —2millasin{a +q1) + m-;a_{_ﬂ? - !;‘;}{‘052{(;'1 =
2mal3 cos(a — q1) cos(a) cos{qy ) + 2mald cos®(a) + Is
(32)
Para los términos de la matriz de Coriolis:
err = [2ma(—Iila + Lo lez) cos(a + g1 ) cos{qy ) —
2mig(—lila + lotlen ) cos(a + q1 ) sin(gy )—
2ma(l3 — 12;) cos(a — q1 ) cos(a) cos(q )—
2ma (13 — 12;) cos{a — g1 ) cos(a) sin(q1 )—
ma(—Iils + leilez) cos(a + g1 ) cos(qg1) (33)

+ma( =il + Layles) sin(o + gy ) sin(qgy )+

ma(l5 — 12) sin(a — 1) cos{a) cos(q: )+

ma(l3 — 12;) cos(ar — g1) cos(a) sin(q:)

—m:-(lr‘; - fé}} cos(gi1 ) sin{g1)]d1
eia = [—malils cos{a+q1 ) + mglﬁ cos{o — gy ) cos(a) cos(gy )+
mﬂg cos(o — gy ) cos(a) sin(qy )|ga

(34)
e =0 (35)
cog = [—2malilz cos(a + q1) — m:{r’f — lg} sin{gy |+
2mg!'-§ sin{a — q1 ) cos(a) cos{qg )+ (36)
Zrngf-g cos{a — gy ) cos(a) sinfgy )]gz
Para los términos de la gravedad

g1 = —myly cos{qgy ) + myllg cosia) sin(qy ) — maly cos(qy )+
my [ sin{a) cos(q; ) + mals sin{a) cos(gy ) + mals cos{a) sin(q, )
(37)

g2=10 (38)
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Asi obtenemos el modelo dindmico del sistema mecatronico tipo
helicoptero de la siguiente forma:

200 I ][ a [ (33) (34) g | [ (37
[ I (32) ]l Ga :| * L 0 (36) g2 - 0 9
(3T )

VI. CONCLUSIONES

Utilizar el método geométrico en un principio es bastante facil para
sistemas que realizan movimientos simples, pero para sistemas con
movimientos mas complicados es muy recomendable usar las
matices de rotacion para lograr una mejor descripcion matematica
de su movimiento en el espacio, es largo el procedimiento pero tiene
un sustento académico bastante fuerte y puede dar paso para realizar
trabajos futuros con sistemas similares.

Los resultados obtenidos en este trabajo son muy Ttiles, ya que en la
literatura en una metodologia nueva para un sistema similar, ya

que si existen modelos para un TRMS pero este es unico en su tipo.
Esta forma de obtencion de la dinamica del sistema TRMS es
bastante complicada de hallar ya que el sistema corta los tres ejes
del plano cartesiano y esto provoca que en la matematica que
describe al sistema se complique y se extienda. Estos resultados
obtenidos son de gran importancia para disefiar un controlador de
este sistema preferentemente usando la metodologia de obtencion de
un control por el método de Lyapunov e incluso para otras
metodologias.

Estos resultados en un futuro seran de mucha ayuda para lograr
disefiar un simulador del TRMS no importando si se cuenta
fisicamente con la planta ya que basta con el modelo del sistema
para lograr modelarlo. Podemos concluir que siempre hay mas de
una forma para resolver un mismo ejercicio, ya que como es
evidente podemos resolver el mismo problema de distinta forma
como es probable que los demas compaiieros de clase lo entreguen.
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