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Abstract - El objetivo de este artículo es controlar la 
posición de un robot manipulador mediante la 

implementación de un nuevo esquema de control basado 

en una función trigonométrica hiperbólica. Para plantear 

la estructura de control se utiliza el método de moldeo de 

energía; y mediante la teoría de Lyapunov se demuestra 

formalmente la estabilidad del esquema de control. Es 

importante comparar la funcionalidad del controlador 

propuesto, por tal motivo se compara con el controlador 
PD simple, este análisis se realiza en función del índice 

de desempeño resolviendo la norma 2L .   

I. INTRODUCCÍON 

Un robot es un manipulador multifuncional 

reprogramable diseñado para manipular materiales, 

herramientas o dispositivos especializados, a través de 

movimientos variables programados para la obtención 

del buen desempeño en una gran variedad de tareas [1]. 

Desde un punto de vista industrial, un robot es una 

herramienta clave debido a que es capaz de realizar 

tareas repetitivas y monótonas de forma rápida, barata y 
precisa, tareas en las cuales el rendimiento de una 

persona podría disminuir con el tiempo [2,3,4,5].  

 

Para realizar el control de un robot necesitamos conocer 

parcialmente su modelo dinámico y en cierta medida 

experiencia para programarlo. El modelo dinámico es 

aquel que describe el comportamiento de un sistema a un 

estímulo específico, ya sea este un estímulo interno o 

externo; esta representación matemática se obtiene 

aplicando leyes física para interpretar la dinámica del 

robot [6]. En todo sistema de control, el objetivo es 

mantener la variable de control dentro de ciertos límites 
permitidos por el sistema, generando varias 

problemáticas entorno al control del robot, una de ellas 

es el control de posición, el cual consiste en llevar el 

efector final del robot desde una posición inicial 0q  

hacia una posición deseada dq , es decir, encontrar un 

par aplicado τ  tal que el error de posición q%  tienda a 

cero cuando el tiempo t  evoluciona hacia infinito.  
 

El artículo está organizado de la siguiente forma: en la 

sección 2  se describe la dinámica de un robot y sus 
propiedades; la estructura de controlador propuesto y el 

análisis de estabilidad en términos de Lyapunov se 

detalla en la sección 3 . El sistema experimental y los 

resultados se describen en la sección 4  y finalmente las 

conclusiones son descritas en la sección 5 .   

II. MODELO DINÁMICO DEL ROBOT 

Para realizar el control de un robot es necesario 
determinar su comportamiento dinámico; aplicando leyes 

físicas podemos establecer condiciones para 

describirlo [6,7,8]. Un método ampliamente utilizado 

para obtener el modelo dinámico de un robot 

manipulador es el método de Euler-Lagrange [9], al 

resolver la ecuación de Lagrange para un sistema 

conservativo [6,10,11], ecuación que se define como:  

 

 

( ) ( )
( )

d L q q L q q
f q

dt q q
τ τ ∂ , ∂ ,− = − , ∂ ∂ 

& &
&

&
 (1) 

 

donde 
1n

q q R
×, ∈&  son el vector de desplazamiento y 

velocidad articular, respectivamente; 
1n

Rτ ×∈  es un 

vector de fuerzas y pares aplicados; 
1( ) n

f q Rτ ×, ∈&  es 

el vector de fricción; y el Lagrangiano ( )L q q, &  es la 

diferencia entre la energía cinética y la 

potencial [6,10,11],  

 

 

( ) ( ) ( )L q q K q q U q, = , − ,& &  (2) 

 

obtenemos el modelo dinámico del robot manipulador 

cuya representación matemática es:  

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) dM q q C q q q g q f qτ τ τ+ , + + , + =&& & & &  (3) 

 

donde 
1n

q q q R
×, , ∈& &&  son el vector de posición, 

velocidad y aceleración articular del robot, 

respectivamente, ( ) n n
M q R

×∈  es la matriz de inercias, 

( ) n n
C q q R

×, ∈&  es la matriz de Coriolis y fuerza 

centrípeta, 
1( ) n

g q R
×∈  es el par gravitacional, 

1( ) n
f q Rτ ×, ∈&  es el vector de fricción, 

1n
Rτ ×∈  es el 
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par aplicado y 
1n

d
Rτ ×∈  representa las perturbaciones 

externas [12,13,14,15].  
En ausencia de la fricción y otras perturbaciones, el 

modelo dinámico para un robot rígido de n  grados de 
libertad es el siguiente [16,17]:  

 

( ) ( ) ( )M q q C q q q g q τ+ , + = .&& & &  (4) 

 

A continuación se mencionan las características más 

importantes del modelo dinámico de un robot 

manipulador, ecuación (4), las cuales se consideran para 

el diseño de controladores.  

 

 

Propiedad 1. La matriz de inercias ( )M q  es una 

matriz definida positiva ( ) 0M q > , y es considerada 

una pseudo matriz de inercias. Esta pseudo matriz está 

acotada [18,19]:  

 

 

1 2( ) ( ) ( )q I M q q Iµ µ≤ ≤  (5) 

 

donde I  es la matriz Identidad, 1( ) 0qµ ≠  y 2 ( )qµ  

es una constante escalar para una revolución de una 

articulación, generalmente es una función escalar de q  

para una articulación prismática [20].  

 

 
Propiedad 2. Se considera que la matriz anti-simétrica 

[ ( ) 2 ( )] 0
T
M q C q q qq − , ≡& & && , ya que:  

 

( ) ( ) ( )TM q C q q C q q= , + , .& & &  (6) 

 

La matriz ( )C q q, &  es una matriz lineal con respecto a 

q  y acotada con respecto a q&  desde ck R+∈  es decir:  

 

( ) ( )cC q q k q q, ≤ .& &  (7) 

 

donde ( )ck q  es un escalar constante para una 

revolución de una articulación, generalmente es una 

función escalar de q  para una articulación 

prismática [20].  

 

 

Propiedad 3. El par gravitacional 1
( )

n
g q R

×∈  se 

obtiene mediante el gradiente de la energía potencial 

( )U q  del robot [19],  

 

 

( )
( )

U q
g q

q

∂=
∂

 (8) 

donde ( )U q  es la energía potencial expresada en el 

espacio operacional y se supone acotada desde 

abajo [19], es decir, se encuentra acotada de la siguiente 

forma:  

 

( )
g

g q
k

q

∂ ≤
∂

 (9) 

 

donde 
q
k  es un escalar constante.  

 

III. METODOLOGÍA DE DISEÑO DE CONTROLADORES 

En esta sección se presenta la metodología utilizada para 

proponer estructuras de control y los resultados 

referentes al análisis de estabilidad de los controladores 

analizados.  

III-A. Moldeo de Energía 

Típicamente para proponer controladores en espacio 

articular se utiliza el método de moldeo de 
energía [3,9,11,1213,16]. Para aplicar este método es 

necesario considerar el modelo dinámico con ausencia de 

fricción y otras perturbaciones [9,11,12,13,14,16,17] y el 

siguiente esquema de control:  

 

( ) ( ) ( )
p v v

U k q f k q g qτ = ∇ , − , +% &  (10) 

 

donde ( )
p

U k q, %  es la energía potencial artificial que 

depende de 
p
k  y está definida por:  

 

 

( ) ( )
( )

2

T

p

p

f q k f q
U k q, =

% %
%  (11) 

 
 

el término ( )v vf k q, &  es una función derivativa que 

depende de vk  (función de amortiguamiento). Además, 

se debe considerar una función de Lyapunov de la forma:  
 

 

( )
( ) ( )

2

T

q

M q qq
V q q U k q, = + , .

&&
& % %  (12) 

 

El método de moldeo de energía consiste en encontrar 

una función ( )qU k q, %  que cumpla con las condiciones 

de la función de Lyapunov:  

 

 

(0 0) 0V , = ∀  0q q, =& %    

V( ) 0q q, >& % ∀  0q q, ≠& %                                 (13) 
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y al derivar la función de Lyapunov, ecuación (12),  

 

 

( )( )
( ) ( )

2

TT
T pU k qM q qq

V q q M q q qq
q

∂ ,
, = + − ,

∂

& %&&
& & % && &&

%
 (14) 

 

obtengamos un punto de equilibrio estable, cumpliendo 

con la condición:  

 

( ) 0V q q, ≤ ,& & %  (15) 

 

comprobando estabilidad asintótica en forma global con 

el empleo del teorema de LaSalle:  

 

( ) 0V q q, < .& & %  (16) 

 

III-B  Controlador PD 

 

( )p vK q K q g qτ = − +% &  (17) 

 

 

donde q%  es el error de posición, es decir señala la 

diferencia entre la posición deseada dq  y la posición 

real q ; pK  y vK  son las matrices de ganancia 

proporcional y derivativa, respectivamente; ( )g q  es el 

par gravitacional; y τ  es el vector de pares aplicados. La 

ecuación de lazo cerrado se obtiene combinando el 

modelo dinámico del robot, ecuación (4), con el esquema 

de control, ecuación (17), obteniendo la siguiente 

representación:  

 

 

1
( ) ( )p v

qqd

M q K q K q C q q qqdt
−

−  
= .    − − ,     

&%

% & & &&
 (18) 

 

 

En esta ecuación se observa la existencia de un punto de 
equilibrio único. Ahora bien, se propone la siguiente 

función de Lyapunov, en base a la ecuación (12):  

 

 

( )
( )

2 2

TT
pK qqM q qq

V q q, = + .
%%&&

& %  (19) 

 

 

El primer término de ( )V q q,& %  es una función definida 

positiva con respecto a q&  debido a que ( )M q  es una 

matriz definida positiva.  

 

 

El segundo término es una función definida positiva con 

respecto al error de posición q%  porque pK  es una 

matriz definida positiva.  

 

 

Al derivar la función de Lyapunov, ecuación (19), 

tenemos:  

 

 

( )
( ) ( )

2

T
T T

p

M q qq
V q q M q q K qq q, = + + ,

& && && & % && %& %  (20) 

 

 

y después de un poco de algebra y utilizando la 

propiedad 2  podemos escribir la siguiente ecuación:  
 

 

( ) 0
T

vV q q K qq, = − ≤ ,& & % &&  (21) 

 

Como se observa la derivada de la función de Lyapunov 

es semidefinida negativa, demostrando que el punto de 
equilibrio es estable, obteniendo estabilidad asintótica en 

forma global con el empleo del teorema de LaSalle:  

 

 

( ) 0V q q, < .& & %  (22) 

 

 
En la región:  

 

( ) 0n
q

R V q q
q

  
Ω = ∈ : , =  

  

%
% &

&
 (23) 

 

donde 
2

0
T

T T n
Rq q  = ∈ % & .  

 

 

III-C. Controlador propuesto 

 

( )p q v qK K g qτ ψ ψ= − +
% &

 (24) 

 

donde q%  es el error de posición, es decir señala la 

diferencia entre la posición deseada dq  y la posición 

real q ; pK  y vK  son las matrices de ganancia 

proporcional y derivativa, respectivamente; ( )g q  es el 

par gravitacional; τ  es el vector de pares y fuerzas 

aplicadas.  
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Para el caso específico del controlador propuesto 

definimos los términos dependientes de ψ  como:  

 

 

 
                                                                       (25) 

 
 

 
La ecuación de lazo cerrado se obtiene combinando el 

modelo dinámico del robot, ecuación (4), y el esquema 

de control, ecuación (24), obteniendo la siguiente 

representación:  

 

 

 

1
( ) ( )p q v q

qqd

M q K K C q q qqdt ψ ψ−

−  
=     − − ,     % &

&%

& &&
 (26) 

 

 
 

en esta ecuación se observa la existencia de un punto de 

equilibrio único. Ahora bien, se propone la siguiente 

función de Lyapunov, en base a la ecuación (12):  

 

 

1

2

1

2

ln(cosh( ))

ln(cosh( ))
( ) ( ) 2

ln(cosh( ))
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%

%
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M

%

%

%

M
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 (27) 

 
 

Al derivar la función de Lyapunov, ecuación (27), 

tenemos:  

 

1

2

( ) ( ) ( ) 2

ln(cosh( ))

ln(cosh( ))
tanh ln(cosh( ))

ln(cosh( ))

T T

T

p
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V q q M q q M q qq q

q

q
K q q q
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+
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%

%
&% % %

M
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y después de un poco de algebra y utilizando la 

propiedad 2  podemos escribir la siguiente ecuación:  

 
 

 (29) 

 

 

Como se observa la derivada de la función de Lyapunov 

es semidefinida negativa, demostrando que el punto de 

equilibrio es estable, obteniendo estabilidad asintótica 
global con el empleo del teorema de LaSalle:  

 

 

( ) 0V q q, < .& & %  (30) 

 

 

En la región:  
 

 

( ) 0n
q

R V q q
q

  
Ω = ∈ : , =  

  

%
% &

&
 (31) 

 

 

donde 
2

0
T

T T n
Rq q  = ∈ % & .  

 
 

IV. DESCRIPCIÓN DE SISTEMA EXPERIMENTAL 

Para realizar la evaluación experimental del controlador 

propuesto se utilizó un robot antropomórfico de tres 

grados de libertad tipo brazo, cada articulación se forma 

mediante un motor de transmisión directa y cada eslabón 

está construido con aluminio aeroespacial 6061, el cual 

es un material rígido a temperaturas y presiones 

normales por lo que su elasticidad es despreciable. La 

figura 1 ilustra el prototipo usado.  

 

Tabla 1.  

Especificaciones del Robot 

Eslabón  Modelo  Torque  P Rev/   

Base  1160DR B  60  Nm  819 200,
Hombro  1100DR E  100  Nm  819 200,
Codo  1004DM C  4  Nm  655 360,

 

 

Los servomotores operan en modo de torque, lo que 

permite que el motor actué como una fuente de torque 

aceptando señales de voltaje analógico como señales de 
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referencia. La información de la posición se obtiene de 

los encoders incrementales localizados en los motores. 

Además, los sensores de posición cuentan con una tarjeta 

driver manufacturada por la empresa Precision 

MicroDynamic Inc.  

 

 

El algoritmo de control se ejecuta en una computadora 

Pentium II a 333 MHz. Con referencia a los motores 
direct-drive, sólo es requerido para implementar el nuevo 

esquema de control, ecuación (15), el vector del par 

gravitacional ( )g q  [11].  

 

2 2 3

2 3

0

( ) 3 845sin( ) 1 82sin( )

1 82sin( )

g q q q q

q q

 
 = . + . + 
 . + 

 (32) 

 

 

 

Figura 1. Robot Experimental ROTRADI 

 

IV-A. Resultados Experimentales 

El experimento consiste en colocar el efector final del 

robot manipulador en una posición deseada y comparar 

los controladores usados. Ya que el objetivo principal de 

este artículo es proponer un controlador y compararlo 

con el controlador PD debido a que es un controlador 
que cuenta con demostración formal de estabilidad, 

siendo este un controlador asintóticamente estable en 

forma global.  

 

El vector de posiciones deseadas dq  para el experimento 

se define como:  

 

 

1

2

45

90

d

d

d

q
q

q

 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
  

= = ,
o

o

 (33) 

 

 

siendo el valor de las matrices de ganancia proporcional 

y derivativa, pK  y vK  respectivamente, el descrito en 

la siguiente tabla:  

  

Tabla 2.  

Valor de las ganancias utilizadas 

 

Parámetro Valor   

1p
K   6

782 7 10
−. ×  Nm   

1v
K   6

65 52 10
−. ×  Nm   

2p
K   6

1 325 10
−. ×  Nm   

2v
K   3

355 1 10
−. ×  Nm   

3p
K   6

23 15 10
−. ×  Nm   

3v
K   12

205 1 10
−. ×  Nm   

 

 

 

   

 Figura 2. Controlador propuesto (Posición). 

   

 Figura 3. Controlador propuesto (Error) 
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IV-B. Índice de desempeño 

El índice de desempeño se utiliza para medir la norma 
2
L  del error de posición. Un valor pequeño de 

2
L  

representa un error pequeño y por lo tanto indica un 

mejor desempeño [21].  

 

 

[ ]
0

22

0

1
t

t

L q q dt
t t

=
− ∫% %  (34) 

 

El índice de desempeño se ilustra en la figura 4, 

podemos observar que el índice de desempeño del 

control PD se asigna a PDτ , y el índice de desempeño de 

nuestro controlador a ψτ .  

 

 

 Figura 4. índice de Desempeño. 

 

V. CONCLUSIONES 

En este artículo se ha descrito un controlador articular 
que mejora en desempeño al controlador PD Simple. 

Mediante el análisis del índice de desempeño pudimos 

corroborar que el controlador propuesto tiene un mejor 

comportamiento, por lo que podemos concluir que el 

controlador propuesto es más rápido.  
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