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Resumen - El objetivo de este articulo consiste en obtener el
modelo dindmico de un péndulo invertido sobre base mévil empleando
la metodologia de Euler-Lagrange y aplicar una estructura de control
PD usando el método de moldeo de energia. Ademas, realizar la
simulacion del modelo dinamico y el control en dos plataformas de
simulacion.

I. INTRODUCCION

El péndulo invertido es uno de los ejemplos mas conocidos de
sistemas para estabilizar, fue ampliamente estudiado por la
comunidad cientifica, y actualmente es un problema importante de
control, ya que cada vez hay mas sistemas que pueden aproximarse
con este modelo. El interés de este trabajo reside en obtener un
modelo matematico que describa la dinamica del sistema, por lo que
se emplea la metodologia de Euler-Lagrange la cual considera la
diferencia de energia presente en el sistema (cinética y potencial).
Se hace uso de la técnica conocida como moldeo de energia en la
estructura de control PD para controlar al péndulo. Uno de los pasos
mas importantes del modelado y control consiste en la validacion
mediante una simulacién. Por lo que las expresiones matematicas
del modelo dinamico y las estructuras de control son evaluadas en la
plataforma de simulacion SIMNON®, la cual es una herramienta que
utiliza un conjunto de elementos para describir el comportamiento
de sistemas no lineales, como lo es el modelo dinamico, el cual
describe desde un punto de vista matematico el comportamiento del
sistema a un estimulo especifico. Por lo tanto la validacion se realiza
al comparar el comportamiento de la simulacion con el del sistema
real.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: en la seccion II se
realiza una breve descripcion del prototipo mecanico, en la seccion
III se describen las ecuaciones de Euler-Lagrange y se obtienen las
ecuaciones del modelo dindmico del péndulo; en la seccion IV se
describe la técnica de moldeo de energia con un controlador lineal
tipo PD y se realiza su comprobacion de estabilidad por Lyapunov;
en la seccion V se realiza la simulacion del modelo y control en dos
plataformas de simulacion y finalmente las conclusiones se
puntualizan en la seccion VL

1I. SISTEMA PENDULO INVERTIDO

El péndulo invertido sobre base movil es un sistema que consiste en
una varilla que gira libremente por una de sus extremos por una
articulacion en la base tipo carro que se mueve en un riel horizontal
rectilineo por la accion de una fuerza 7 paralela al riel, esta fuerza
T es laley de control con la que se pretende controlar la posicion de
la varilla.
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Figura 1. Péndulo invertido sobre base movil.

El péndulo gira en un plano vertical alrededor de un eje localizado
en el centro de la base y perpendicular al plano vertical mencionado.
Puesto que el sistema del péndulo invertido tiene dos grados de
libertad y solo un actuador se trata de un sistema sub-actuado.

I1I. DINAMICA DEL PENDULO

Para proponer estructuras de control es necesario contar con una
representacion matematica que describa el comportamiento del
prototipo mediante las leyes fisicas que lo rigen. EI modelo
dinamico es un conjunto de ecuaciones que describen el
comportamiento de un sistema a un estimulo especifico.

11I-A. Metodologia Euler-Lagrange

La metodologia de Euler-Lagrange utiliza la energia total del
sistema E(g,q) definida como la diferencia entre la energia cinética

U(g). Partiendo de estas

consideraciones al resolver la ecuacion de Euler-Lagrange para un
sistema conservativo, la ecuacion que se define como:

K(g,g) y la energia potencial

aLlq,q)

i 0L(g,9) — = f(r.q) (1)
Ba flr.q), )

dt aq

donde 4 400" son vectores de desplazamiento y velocidad
respectivamente, £ (r,4)00 ™ es el vector de friccion, T es un
vector de fuerzas y pares aplicados a las coordenadas generalizadas
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y el Lagrangiano L(gq,4) es la diferencia entre la energia cinética y
la potencial,

Lig.q)=Kig.q) —Ulq) (2)

El modelo dinamico del péndulo en general para un robot de n
grados de libertad con ausencia de friccion y otras perturbaciones se
escribe como:

Mglg+Clg.q)g+glg) =71 (3)

donde ¢,g,g00 ™' son el vector de posicion, velocidad y
aceleracion articular del robot, respectivamente, Af (g)00 ™" es la
matriz de Inercias, C(g,§)0 ™ es la matriz de Coriolis y fuerza
Centripeta, g(g)O[ ™'es el par gravitacional. Para proponer una

estructura de control, el modelo dindmico debe cumplir ciertas
propiedades fundamentales:

Propiedad 1. La matriz de inercias Af(g) es una matriz

definida positiva M(q)>0, es simétrica
M(q)>0= M "(g) >0,y esta acotada,
pi(g)d < M(q) < pa(g)l (4)

donde 7 es la matriz Identidad, H(@ZEOY L, (g) es una constante

escalar para una revolucion de una articulacion, generalmente es una
funcion escalar de ¢ para una articulacion prismatica.

Propiedad 2. Se considera la matriz
antisimétrica qT[M(q) -2C(q,9)]g =0, asi:
M(q) =Clq.4) + Clq.§)T (5)

La matriz C(q,c}) es una matriz lineal con respecto a ¢
desde kL, ag-* , es decir:

IC(q. q)l| < ke(q)llql (6)
donde kc(Q) es una constante escalar para una revolucion

articular, generalmente ¢ es una funcion para una articulacion
prismatica.

Propiedad 3. El par gravitacional g(q) 00 ™'se
obtiene mediante el gradiente de la energia potencial U(q) del
sistema.
ald(q)

glg) = —
giq) B
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donde U(q) es la energia potencial expresada en el espacio de
operacion y esta acotada como:

9944\ .

donde k g esun escalar constante.

dyg

1II-B. Modelo dinamico Euler-Lagrange
Como primer paso para obtener el modelo dindmico del péndulo se

analiza su posicion en el espacio mediante la cinematica directa la
cual relaciona las coordenadas articulares a coordenadas cartesianas.

A

Figura
2. Cinematica del péndulo invertido.

De la figura (2) se tienen la cinematica del péndulo y del carro

como:
[ I | @& "
G-8] -
| X2 = 51 - l’-; ‘ — q1 — f-_),‘-'i.nllq-‘g | (10)
| ¥ s | —lacos(qa)

donde al derivar la posicién se tiene la velocidad, y se eleva al

cuadrado usando la siguiente propiedad V2 = VTV , esto debido a
que se emplea dicha velocidad en la energia cinética:

- g

'] = q1 (11)

v = gt — 2lacos(ga)q1ga + e’%q% (12)

(ST

Después usando la energia cinética K(q,9) :lmvz +11q2 se
2 2

tiene:
- 1 ‘p i
Ky = Em\.qf (13)
Ko = 5Mp [q]z — 2lscos(ga)qgiga + fﬁq%_ + 31’9"3 (14)
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y usando la energia potencial U(q) = mgh tenemos:

Ulg)=10 (15)
U(ga) = myglacos(qa) (16)
Al aplicar el Lagrangiano (2) se tiene:
L= .im(._.q.f‘ (17)
2

1 ; iy i Lo
La = (E.m;, [qf — 2lycos(go )q1g2 + ?ﬁqg} + Equ)

—myglacos(qs)
(18)

y usando la propiedad L, =L, +L, tenemos:

1 ; - % B
Lr =zmy [q]2 — 2lycos(g2)q192 + ngg’} - Ehﬁ : o Em,..qf

—myglzcos(qs)
(19)

Ahora, podemos aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange (1) para
el carro tenemos:

d (Eu:) oL (e + )
dt \ oq1 By VIR
(20)
—myla (rosiq;}ujﬁ - a;-;'n(q;?}qg) =7— f.
y para el péndulo tenemos:
d (9L ) aL
dt \ dge dg
- 21)

[(my13 + 1) G — myla (cos(ga)di — sin(q2)drda)]

— [mplasin{g2)q1g2 + mpglasin{g)] = 0— f,.
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Aplicando la ecuacion (3) a las ecuaciones obtenidas y sustituyendo
todos los términos, tenemos:

My + M, —miyls cos(gs) 41
AR P B - - - %
—mpla cos(ga) myls + 1 G2
0 myla sin(qa Jga
: ) 2 Q. (22)
mypla sin{g2 )ga G i
L ] L e

0 T
[ —myla sin(ga) }g= [ 0 } '

IV. DISENO DE CONTROL

Existen diferentes técnicas para proponer estructuras de control,
tipicamente se emplea el método de moldeo de energia para
coordenadas articulares. Para analizar estabilidad se emplea la teoria
de Lyapunov. E1 moldeo de energia considera el modelo dinamico
sin la existencia de perturbaciones externas:

T=VU(K,.q) - [,(K,.q) +g(g) (23)

donde U(K I ) es la energia potencial artificial que depende de

K,y esté definida como:

ppan T ge .-
10Ky @ 86

UK, §) = 3

y f,(K,,q4)es una funcién que depende de una funcién de

amortiguamiento K ,- Donde K »Y K ,son las  ganancias

proporcional y derivativa respectivamente.

Para analizar la estabilidad de la estructura de control, se describe la
funciéon de Lyapunov como:

b het! B4 itk -
Vig,q)— EqTﬁﬂ_q}q—Hﬁhp.q}. (25)

El método de moldeo de energia trata de hallar una funcion
candidata U(k o 67) que cumpla con las condiciones de la funcion

de Lyapunov:

V(0,0)=0
Vig.q) <0

Yg,q=0
Vg.g 0,
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tal que al derivar la funcién de Lyapunov:

o ; v el . OU(K,,q)T .
V(G q) = q" Mig)ij+ EqT_U[q]q — %q

(27)

se obtiene la estabilidad del punto de equilibrio, mediante la
condicion:

V(g.g) <0. (28)

Comprobando la estabilidad asintdtica global mediante el teorema
de LaSalle:

Vig,q) < 0. (29)
1V-A. Controlador PD
Tipicamente el controlador PD se define como:
T=MHK,(q) — K.(q) +g(g) (30)

donde =g, —gdenota el error de posicion definido como la
diferencia entre la posicion deseada g menos la posicion actual g,
pr K son la ganancia derivativa y proporcional respectivamente

y T es el vector del par aplicado. Sustituyendo la estructura de
control en la ecuacion del modelo dinamico se tiene:

Mg)j+Clg.q)g+glg) = K,(q) — K.(q) +glg) (31)

reduciendo los términos, al despejar ¢y haciendo uso de las

variables de estado podemos escribir el sistema en lazo cerrado
como:

a1 - (32)
dt | g M(q) '[Kyg— K.q— Clq.4)q] s

Ahora bien, se propone una funciéon candidata de Lyapunov, con
base en la ecuacion (25):

iz an. dap s Lo o o
Vig,q) =§q Mig)g + gq K,q (33)

Se observa como cumple con las condiciones (26). Al derivar la
funcién propuesta tenemos:

V(g d) =d"M(q)i + §qTM (@d—d"K,q (39
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Al sustituir g (32) en la ecuacion (34) tenemos:

Vig.q) =q"Miq) (Miq)'[Kpg — K.og — Clg.q)d]] +
%QT-'U"\"; )g — ‘-}TA';J‘E
= (35)
Realizando la multiplicacién se elimina el término M (q) y la
ecuacion queda como:

V(g.q4) =" K,G—q" K.g—qTClg, 4)4+ o,
1:Ta " ~T = = fJG)
39 M(q)q—q" K,q

Eliminando términos y haciendo uso de la propiedad de antisimetria

(5) tenemos que:

V(g q)=—4"K.4g<0 (37)
La derivada de la funcion de Lyapunov es semidefinida negativa,
por lo que el punto de equilibrio es estable, segin la condicion (28),
de manera que es posible comprobar estabilidad asintotica global
usando el teorema de LaSalle (29):

V(g,4)=—¢"K.G<0

V.SIMULACION

Un simulador es una herramienta que reproduce el comportamiento
de un sistema mediante las ecuaciones matematicas que lo
describen. Ademas de las ecuaciones matematicas que describen la
dinamica del sistema, una simulacion requiere los parametros fisicos
que se presentan en la tabla 1:

Tabla 1. PARAMETROS DEL PENDULO INVERTIDO

Parametro Simhbola Valor
Masa del péndulo v del camo Me + Mp 1,462
Distancia al centro de masa L 0,016
Momento de mercia I 0,024
Friccién viscosa positiva [ 4,200
Friccién wiscosa negativa b_ 4,120
Friccion de Coulomb positiva fet 1,260
Friccién de Coulomb negatrva fet 1,604
Friccion estatica positiva fat 0,700
Friccion estatica negativa fot 1,000

Instituto Tecnoldgico de Veracruz



8° Congreso Nacional de Mecatronica
Noviembre 26 y 27, 2009. Veracruz, Veracruz.

A continuaciéon se muestran los resultados de la silnulacién del
modelo dindmico obtenidos en la plataforma de SIMNON™:
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3. Comportamiento del modelo dinamico en SIMNON®
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a 4. Comportamiento del modelo dinamico en SIMNON®

Figur

En las figuras (3,4) se observa el comportamiento de la posicion
lineal y angular, movimientos presentes en el carro y péndulo. El
fendmeno presente en el sistema resulta un movimiento lineal y uno
oscilatorio los cuales muestra el comportamiento natural del sistema
ante un estimulo senoidal.

La figura (5) muestra la comparacion de comportamiento del
modelo simulado y el modelo real ante una misma excitacion.

— Modelo Euler-Lagrancge
— Modselo real
Figura 5. Modelo real y modelo simulado.
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A continuacién se muestra el comportamiento de la estructura de
control PD, que se programé en SIMNON® junto con el modelo
dindmico.

I
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Figura 6. Comportamiento del control en SIMNON®

Podemos observar el comportamiento del sistema ante la estructura
de control PD, figura (6) donde se observa como la posicion lineal
(carro) parte de una condicion inicial cero y después, al recibir el
estimulo del control se ubica nuevamente en cero. Asi como en la
figura (7) se muestra el comportamiento de la posicion angular
(péndulo), la cual parte de la condicion inicial 77es decir estd en la
posicion de reposo y al recibir la energia de la estructura de control
se balancea hasta llegar a la posicion inestable de equilibro (cero).
Ahora se emplea una plataforma de simulacion alterna (8) para el
péndulo invertido, donde se desarrollan las mismas pruebas con
estructuras de control PD, asi como los parametros y ganancias y se
muestra su comportamiento en la figura (9).

D T T T T T 1
1] ] 10 15 20 25 a0

Figura 7. Comportamiento del control en SIMNON®
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Figura 8. Simulacion del control PD.

199 Instituto Tecnoldgico de Veracruz



8% Congreso Nacional de Mecatronica
Noviembre 26 y 27, 2009. Veracruz, Veracruz.

qlimts) q2(rad)

5.99
503 a1
407 [
i L
215 '
119 \
0.3 e — —

.73 "
e t
i3 e {s)

000 125 230 375 300 626 751 87 100

Figura 9. Posicion lineal y rotacional del péndulo para el control PD

A continuacion se realiza una comparacion grafica entre la
plataforma de simulacion SIMNON® y el simulador altemo, para el
caso del control PD. Se puede observar como la respuesta en la
plataforma de simulacion alterna para el control PD es similar a la
respuesta obtenida en SIMNON®.
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— Simulador pendulo invertido

Figura 10. Comparacion entre SIMNON® y el simulador propuesto

VI. CONCLUSIONES

Como se pudo observar en las simulaciones realizadas, se comprobd
que la obtencion de las ecuaciones matematicas que describen al
prototipo son confiables y representan a los fenémenos existentes en
dicho sistema. Por otra parte se simuld una estructura de control
para ubicar al péndulo en la posicion de inestabilidad. Debido a que
la simulacion realizada tanto en la plataforma alterna como en
SIMNON® fue satisfactoria podemos concluir que las ecuaciones de
la dindmico como las de control controlan y representan los
fenémenos fisicos presentes en el sistema del péndulo invertido.
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