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Resumen

La compensacion de fase es una de las
técnicas mads comunmente usadas para el disefio de
sistemas de control lineales en el dominio de la
frecuencia o en el dominio del tiempo, especialmente
utilizando el diagrama de Bode o técnicas del Lugar
geométrico de las raices. No obstante, en la mayoria
de los casos se emplean aproximaciones a prueba y
error, por lo general en forma grdfica. Este trabajo
presenta una nueva solucion unica y exacta al diserio
de compensadores en adelanto cuando se conocen los
margenes de ganancia y de fase deseados (obtenidos
a partir de las especificaciones de desemperio
deseadas). El método propuesto solo requiere de la
determinacion de la frecuencia de cruce de ganancia
para lograr el margen de fase deseado. Se presenta
el sustento tedrico formal de la propuesta de
solucion, asi como su aplicacion a un sistema fisico.

Palabras clave: Diagrama de Bode, Compensacion de
adelanto, Método de disefio en la frecuencia

1. Introduccion

El disefio de compensadores de adelanto en
el dominio de la frecuencia es una cuestion central en
los cursos fundamentales de Ingenieria de control,
debido a su importancia practica. Una de las
principales dificultades encontradas al momento de
disefiar compensadores de fase para sistemas LTI, es
que dicho proceso de disefio es tedioso toda vez que
el mismo es producto de una serie de ensayos a
prueba y error. Los métodos hasta ahora conocidos
estan basados en el uso de los Diagramas de Bode o
bien del lugar geométrico de las raices, como se
explica ampliamente en textos especializados en
control de sistemas LTI [1, 2, 3]. El objetivo principal
del presente trabajo es proponer una solucién
analitica al disefio de compensadores de adelanto
cuando se conocen los mérgenes de ganancia y de
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fase. Con la soluciéon propuesta se encuentra una
solucion tnica que facilita la implementacién de
compensadores de una sola etapa. Cabe aclarar que la
solucion propuesta es mas bien con fines didacticos
para facilitar la labor de ensefianza del disefio de ese
tipo de compensadores en el aula de clases,
invirtiendo para ello menos tiempo y disminuyendo el
grado de confusion que tipicamente produce en los
estudiantes el disefio de compensadores clasico
basado en métodos de respuesta en frecuencia [1].

Sin considerar los avances en las técnicas
modernas para el disefio de sistemas de control,
muchos diseflos, especialmente los de tipo industrial,
todavia hoy en dia se realizan mediante métodos del
control clasico, principalmente de respuesta en
frecuencia. Debido a su simplicidad y facil
implementacion el método mas popular de
compensacion es el denominado en serie [1]. A lo
largo de las tres ultimas décadas, educadores e
investigadores han estado explotando métodos de
disefio sistemdticos y/o que no son a prueba y error
[4,5,6].

En 1976, Wakeland encontr6 una solucion
analitica al disefio de compensadores de adelanto de
fase de una sola etapa [7]. Dicha solucion es de forma
cuadratica en términos de la ganancia de
compensacion. Al aflo siguiente Mitchell mejord la
solucion de Wakeland ya que su propuesta podia ser
utilizada para el disefio de compensadores de
adelanto y/o atraso [5]. En el afio 2003, Wang
presentd una soluciéon tUnica simple a ambos
problemas de compensacién en adelanto y/o atraso
que mejord las soluciones propuestas con anterioridad
[4]. Sin embargo, los métodos mencionados con
anterioridad suponen el conocimiento a priori de la
frecuencia de cruce de ganancia, como una
especificacion del diseiio. Esto simplifica en gran
medida el procedimiento de diseiio y hace que el
mismo sea posible sin prueba y error. De hecho, el
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procedimiento a prueba y error tradicional obedece
precisamente a la dificultad para determinar la
frecuencia de la ganancia de cruce.

Derivado de la experiencia de los autores en
la ensefianza de disefio de sistemas de control a lo
largo de varios afos, se observa que, por un lado, los
métodos de disefio sofisticados [4, 5, 6, 7] son mas
orientados a investigacion y menos pedagogicos para
la ensenanza a nivel licenciatura donde tipicamente
los estudiantes necesitan dominar los fundamentos de
la ingenieria de control en cursos de entre 60 y 85
horas. En este trabajo se expone un trabajo totalmente
diferente para el disefio de compensadores de
adelanto, el cual es mas pedagogico. La caracteristica
distintiva de la solucién propuesta radica en el hecho
de que la frecuencia de cruce de ganancia puede ser
determinada en términos de la ganancia y del margen
de fase de la planta y del margen de fase requerido.
También se hace uso de la potencialidad de métodos
computacionales, particularmente de métodos
numéricos de busqueda de raices de funciones no
lineales.

Este trabajo esta organizado como sigue: en
la seccion 2 se describe en que consiste la
compensacién en adelanto, incluyendo algunas
consideraciones preliminares, el disefio tradicional y
la nueva propuesta de disefio. En la seccion 3 se
expone un caso de estudio de aplicaciéon del método
tradicional y de la nueva propuesta a un sistema fisico
en particular. En la seccidén 4 se resumen algunos de
los resultados de simulacién obtenidos con fines de
comparacién y finalmente en la seccion 5 se dan
algunas conclusiones.

2. Diseno de compensadores de adelanto
2.1 Compensacion de Adelanto

La presente sub — seccion es derivada
fuertemente de [1], no obstante es pertinente aclarar
que en dicho texto no se expone con claridad la forma
en la cual se derivan las formulas empleadas para el
disefio tradicional a prueba y error ahi expuesto, para
el caso de la compensacion de adelanto de fase.
Derivado de lo anterior, y con fines de claridad, a
continuaciéon se expone en forma detallada lo
referente a la compensacion de adelanto. Considérese
el compensador de adelanto cuya funciéon de
transferencia esta dada por:

Ts+1 _x Ts+1

G.(s)=K,a =
ars+1 ars+1

(1
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donde r0OU, y all,

caracteristicos del compensador y K [[1, es su

son pardmetros

ganancia de cd. Para el disefio del compensador, la
ganancia de cd queda determinada en forma univoca
por la especificacion del desempefio en estado
estacionario, la cual tipicamente es expresada en
términos de la constante de error estatica de velocidad

deseada EV ([ , . Por lo anterior, en éste trabajo el

enfoque estard unicamente sobre el factor:

Ts+1
G.(s)= 2

(9= @)
y cuya funcion de transferencia  senoidal
correspondiente es de la forma:

. jwr +1

G, (jo) =L 3)
jawr +1

el cual proporciona el adelanto de fase requerido en la
frecuencia de cruce de ganancia con valores
apropiados de 7 y @, a fin de satisfacer el
requerimiento del margen de fase deseado y el cual se
denotara como ¢ . En la Figura 1 se muestran los

graficos de Bode de magnitud y fase correspondientes
a la ecuacion (3); de dicha figura puede apreciarse
que (3) contribuira a lo mas con un adelanto de fase

maximo denotado por ¢, , el cual ocurrird en una

frecuencia @), .

Bode Diag
-

Magrituce (cE)
=

Phase (deg)
w
]

10° ' 107
Frequenoy (radises)

Figura 1: Graficos de Bode de un compensador de
adelanto.

A continuacion, por razones de claridad, se
derivan las propiedades del compensador dado por la
ecuacion (3) y graficado en la Figura 1. La magnitud
y fase del compensador dado en (3) pueden ser
escritas como:
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| jor+1|_ | (wr) +1

|jawr+1|

4)

(a'a)r)2 +1

0G. (jw) = tan™ (wr) —tan™ (awr) )
derivando (5) con respecto a (U se tiene:

d wr awr
—(0G,(jw)) = -
dw( (@) 1+(a)r)2 1+(afa)r)2

igualando a cero la expresion anterior y después de
algunas manipulaciones algebraicas:

wr awr
2 7=0
1+(wr)” 1+(awr)
wr _ awr

1+(a)r)2 1+(cm)r)2
aw't’ (1-a)=1-a

aw'r’ =1 - o =

<

8

8

ar?

1
= W==

“rla

considerando sélo frecuencias positivas; la frecuencia
asi obtenida es un punto critico el cual al ser evaluado
en la segunda derivada con respecto a (W da un valor
negativo, por lo se alcanza el maximo angulo de fase
aportado por el compensador; tal frecuencia se
escribe como sigue:

N
iy~ (6)

sustituyendo (6) en (5) se obtiene:

0G.(jw,) =tan™ (%j —tan™' (\/E)

haciendo uso de las siguientes identidades

trigonométricas:

40X

N1+ X
cos(sin™ x) =/1-x"

y después de algunas manipulaciones algebraicas se
llega al siguiente desarrollo:

tan”' x =sin
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qom=DGC(ja)m)=sinl( ﬁ]—sinl( ﬁ]
[ 1 |
3Sln¢ —Sln[sm [ 1+aj_sln [ J]
Lttt
3511’1
I+a I+a 1+a I+a
a
a

+

_a
1+a 1+0’

=sing, =

1
de donde finalmente se obtiene para el pardmetro &

del compensador:

sin @, :l_a:azl_s%nqo'” (7
I+a I+sing,

Ahora bien, sustituyendo (6) en (4) y manipulando
algebraicamente, se tiene para la magnitud méaxima
aportada por el compensador:

_|Jwr+l|_ o' +a
jawr +1 1+a
de donde finalmente se obtiene:
)

Enseguida, al considerar que G(j@) es la funcion
de transferencia senoidal de la planta a controlar, y
@. es la frecuencia de cruce de ganancia de

KG(.]w) 4 al a)m = a)L ’

condiciones de magnitud y fase del sistema
compensado se pueden expresar como:

elegir entonces las

o=@, +0(G(jw))+m 9)

(10)

2.2 Compensacion de Adelanto Tradicional

El problema inherente al método de disefio
tradicional expuesto en [1], recae en la seleccion de la

frecuencia de cruce de ganancia &), . Esta deberd de

satisfacer las condiciones expresadas en (9) y (10).
De acuerdo con el procedimiento de disefio
presentado por Ogata [1], primero se emplea la
condicion de fase (3) para determinar el margen de

fase requerido ¢9, a una frecuencia @) que resulta de
evaluar |KG(]cq)| =1.

Sin embargo notese que

esto es incorrecto toda vez que @), debera de ser
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obtenida de la condicion de magnitud dada en (4), es

decir de |KGL,(jag)G(jag)|=1, la cual es

diferente de |KG( ]cq)|:1 Como consecuencia
directa de lo anterior, la frecuencia de cruce de

ganancia real @), > @) puesto que es evidente que
KG.(jo)G(jw)| > |KG(jw). Asi, @ >
conduce a que UG(jw,) <UG(jw), y el margen

de fase @, de adelanto requerido calculado en @ es

inadecuado. El texto plantea que esta situacion puede
remediarse simplemente agregando una cantidad de
adelanto de fase extra de entre 5° a 12° al margen de
fase deseado. No obstante es evidente que dicho
remedio es a prueba y error y tipicamente produce
confusion entre los estudiantes de Ingenieria de
Control a nivel licenciatura.

2.3 Propuesta de disefio

En el presente trabajo, se aborda el problema
de proporcionar una solucion al disefio de
compensadores en adelanto de fase que no sea a
prueba y error, sino que proporcione una forma
analitica de resolver el problema. La solucion aqui
propuesta emplea la ganancia y el margen de fase de
la planta sin compensar para determinar la frecuencia

de cruce de ganancia &), . La solucién simplemente

radica en encontrar @), resolviendo simultineamente

las ecuaciones (9) y (10). A continuacion se detalla el
sustento tedrico formal de la solucion.

Seleccionando @), = @), , a partir de las
ecuaciones (8) y (10), se tiene:
=1 - (11)
|KG(jew,)
despejando para & de la ecuacion (11) se obtiene:

G.(jw)

a :% (12)
KG(jw)

por otro lado de (7), despejando para ¢, :

. 1-a . af(1-a
sin@g =——= @ =sin | — 13
& 1+a O (1+aj (13)

sustituyendo (12) y (13) en la ecuacion (9), y después
de algo de algebra:
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@=sin (:—ZJ+D(G(]Q))+H

1
1_ . 2
@ =sin"' ‘KL{&)) +0(G(jw))+ 1
I+
KG(je)f

de donde finalmente se tiene:

_ {|KG(J'@)2—1

p=sin”| ————— |+ 0(G(jw))+m (14)
|KG(jw)| +1

Para un margen de fase deseado ¢ , la tUnica

incognita en la ecuacion (14) es @).. Cuando se
conoce la funciéon de transferencia de la planta,
pueden emplearse algoritmos de busqueda de raices
de funciones no lineales para hallar @,
seleccionando como condicion inicial del algoritmo la
frecuencia de cruce de ganancia de KG(jw).

Finalmente, empleando (6) y (12), los pardmetros de
disefio del compensador pueden ser calculados de
acuerdo a las siguientes formulas:

0’:% (15)
|KG(jw)
1
= ola (16)

En éste trabajo el algoritmo de busqueda de raices
elegido fue el de Newton iterativo a fin de resolver

(14) para hallar @), .

3. Caso de estudio

Para propositos de indagar la efectividad de
la metodologia de disefio propuesto se selecciond un
sistema fisico de control de temperatura, el LTR701,
del fabricante Amira, el cual se muestra en la Figura
2. En el presente articulo se presentan unicamente
resultados de simulacién, dejando como trabajo
futuro la comprobacion experimental del disefio
obtenido.
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Figura 2: Sistema de Temperatura LTR701.

De acuerdo con el manual del fabricante, la
funcion de transferencia aproximada del sistema de
temperatura LTR701 esta dada por:

0.485

G = —0.8s
)= s+l

an

utilizando una aproximaciéon de Pade de primer
orden, para aproximar el retardo presente en (17) se
tiene:

Gs) = 2.5-s)(_0.485 \_ -0.4855+1.2125
2.5+s5 J\12.6s+1) 12.65° +32.55+2.5

o bien:

G(s) =— 0.0385s +0.0962 (18)
5% +2.57945+0.1984

Los gréaficos de Bode correspondientes para
la funcién de transferencia dada en (18), para K =35
se muestran en la Figura 3. De dicha figura puede
verse que la frecuencia de cruce de ganancia es de
alrededor de 1.92 rad/s con un margen de fase de
17.2°.

Bocle Diagram

20

System urtitled
1ol i .. Gain Margin (dE): 254 k]
At frequency (radisec) 255

Clased Loop Stable? Ves

Magritude (45)

Phase (deg)
N
bl
T

\’:'Syﬁe?n_urﬂiﬂﬁd’\ —————
| Phase Margin (deg) 17.2
i Delay Margin (s&c): 0156
| At frequency (radizec: 1.92
 Closed Loop Stable? Yes

10 10! 107
Frequency (radisec)

Figura 3: Graficos de Bode del sistema LTR701 sin
compensar.

10
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4. Resultados

Con respecto a los resultados de simulacion,
se elige como consideracion de disefio un margen de

fase deseado @ =35°. Entonces empleando un

algoritmo de busqueda de raices Newton Iterativo,
combinando las ecuaciones (14) y (18), se determind

el valor de @), . Entonces se emplearon las formulas

(15) y (16) para calcular los parametros del
compensador de adelanto, cuya funcion de
transferencia queda como:

_0.0985s +1

G =
<9 = 0004855 +1

(19)

En la Figura 4 se muestran los resultados de
comparacion de la respuesta ante una entrada escaloén
para ambos métodos de disefio, el tradicional se
muestra en color verde y el propuesto en color azul;
como puede apreciarse del grafico mostrado, los
resultados de simulacién permiten  concluir
cautelosamente que el disefio propuesto mejora
significativamente la respuesta en lazo cerrado,
comparada contra el método tradicional.

step Response
T

Time (zec)

Figura 4: Resultados de Simulacién.
5. Conclusiones

El principal objetivo del presente trabajo
consistio en atacar el problema del disefio de
compensadores en adelanto de forma analitica. La
principal motivacién para el desarrollo del mismo
fue el hecho de que los métodos de disefio
tradicionales provocan demasiada confusion entre los
estudiantes de cursos de ingenieria de control a nivel
licenciatura. Es por ello que éste trabajo contribuye
en gran manera, toda vez que los resultados
presentados permiten concluir que la solucidén
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propuesta

satisface adecuadamente las

consideraciones de disefio. Como trabajo futuro se
desarrollaran aproximaciones similares para los casos
de la compensacién en atraso y la de adelanto —
atraso.
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