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Resumen

Se plantea el problema de encontrar un control
dptimo lineal para la estabilizacion de trayectorias en
un robot movil de tipo (2,0), la programacion
dinamica es el fundamento para la sintesis del
control. Se obtiene las ecuaciones de movimiento no
lineales del robot movil, y posteriormente para una
trayectoria deseada se obtienen las ecuaciones
lineales. En la sintesis del control optimo, es
importante la determinacion de una matriz, llamada
solucion de la ecuacion matricial diferencial de
Riccati. En este trabajo, se disefia un control optimo
en un tiempo finito, para un sistema lineal variante en
el tiempo, cuando se considera una trayectoria de tipo
circular para el robot movil. Las matrices de peso del
indicador de desempernio se seleccionan para mejorar
la calidad de estabilizacion. Se presentan graficas del
comportamiento obtenido para cada uno de los
estados del sistema linealizado.

Palabras clave: Robot moévil, control 6ptimo,
programacion dindmica, ecuacion matricial de Riccati.

1. Introduccion

Un robot mévil es una maquina autdnoma
capaz de moverse en un ambiente dado, utilizando
como herramienta alguna configuracién mecénica que
permita algun tipo de desplazamiento, combinado con
algunos componentes computacionales. De acuerdo a
su forma de locomociéon se clasifican en: robots
moviles con locomocién mediante orugas, mediante
patas y mediante ruedas. Aunque la mayoria de los
robots moviles actualmente son experimentales, ya
estan empezando a desarrollarse para fines
industriales; las cuales, entre otras caracteristicas,
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pueden ser inhospitas, peligrosas o inaccesibles para
seres humanos.

El caso mas simple de robots mdviles son los
robots con ruedas; estos robots constan de una o mas
ruedas de traccion, tienen ruedas pasivas opcionales, y
posiblemente ruedas de direccion. Considerando
fisicamente a un robot mévil como un conjunto de
varios cuerpos solidos con diferentes grados de
movilidad, un robot movil puede constar de 5 grados
de libertad como en este caso; sin embargo, los robots
moviles propulsados por ruedas a su vez se clasifican
de acuerdo al niamero y al tipo de grados de libertad.
Los grados de libertad considerados en robdtica movil
son de dos tipos, de movilidad y de direccionabilidad.
El grado de movilidad es un grado de libertad
asociado a un variable de velocidad del robot y el
grado de direccionabilidad es un grado de libertad
asociado a una variable de direccion del robot. La
configuracion del robot movil que se utilizard a lo
largo de este trabajo, es el mds cominmente usado y
es llamado “control diferencial”; esta configuracion
consta dos ruedas para tracciéon y direccidon, y una
rueda pasiva para estabilidad de la plataforma del
robot, con lo anterior, se puede decir que se trata de
un robot movil de tipo (2,0). El disefio del control
diferencial tiene dos motores montados en posiciones
fijas al lado izquierdo y derecho de el robot,
independientemente conducen una rueda cada uno [1].

A causa de que se adiciona la complejidad del
control para la coordinacion del movimiento del robot,
a la complejidad de una posible trayectoria en un
ambiente posiblemente hostil, es importante la
eleccion de un control que pueda minimizar los
tiempos de estabilizacion a los posibles cambios de
trayectoria que puede presentar el robot al recorrer el
entorno dado.

167 Instituto Tecnoldgico de Veracruz



8% Congreso Nacional de Mecatronica
Noviembre 26 y 27, 2009. Veracruz, Veracruz.

En la literatura, el estudio y disefio de los
sistemas de control para los robots moviles es muy
amplio, asi como también la cantidad de algoritmos de
control con los que se puede encontrar una aplicacién
interesante. Aunque el robot movil es un sistema con
movimientos fisicamente simples, matematicamente
no lo es, debido a que su modelo dindmico es no
lineal. La aplicacion de algoritmos de control para un
robot moévil es basta, pasando desde algoritmos
clasicos de control como en [2] donde se plantea un
control PID y de linealizacion retroalimentada para el
control de la parte dindmica (que involucra a la
velocidad de los motores) y la parte cinematica (que
involucra a la trayectoria deseada) respectivamente,
hasta controles de tipo Difuso como en [3] donde el
control se realiza en base a conjuntos de decision y de
respuesta, cabe mencionar que para este caso solo se
utiliza el modelo cinematico del robot mévil. Trabajos
mas recientes como [4] presenta un algoritmo de
control para un robot movil, basado en informacién
visual para la estabilizacion del sistema. En [5] se
presenta el modelo matematico del robot movil en un
sistema de referencia polar de 2 dimensiones,
planteando el problema de un regulador o algoritmo
de control basado en los teoremas de estabilidad de
Lyapunov. En materia de control éptimo para robots
moviles, en [6] se plantea el problema de encontrar
esta ley de control considerando el modelo
matemadtico a partir del error de orientacion y de
posicion para una trayectoria deseada obteniendo una
ecuacion lineal de cuatro variables de estado, ademas
haciendo una transformaciéon sobre los valores
caracteristicos se obtiene un segundo sistema de dos
variables de estado las cuales representa los modos
lentos del sistema, el control 6ptimo es calculado solo
para este segundo sistema.

2. Establecimiento del Problema

Considerando el siguiente proceso controlable
que representa las ecuaciones dindmicas del robot
movil

v=f(y.u), 0

u(YOU ={u:u()0QO0OY;
donde y[O[O" contiene los estado del sistema,
u 0" representa los controles de entrada. Las

ecuaciones diferenciales lineales que gobiernan las
desviaciones x(¢)=7(¢)=y(t)=»(t) para algin
movimiento alrededor de alguna trayectoria deseada
y* () y un control deseado u’(¢),0[t,,7,) pueden
escribirse como:

x=A(t)x+B(t)Du; )
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y considerando también el criterio de desempeiio

Ll

;[[xT (£)0(r)x(¢) +u" G (r)u(r) Jde + )

x" (tl )Sx(tl),
donde S y QO son matrices simétricas definidas no
negativas (S =8 20; 0(r)=0(r) 20);y G(t) es
una matriz definida
(G(t)=G(r)" >0) para , <t <1, . Entonces surge el
Au(t)
para la trayectoria deseada, donde 7, <t <y, tal que

simétrica positiva

problema de determinar un vector de entrada

minimice el criterio de desempefio (3) [8].

3. Ecuaciones de Movimiento del Robot
Movil

El robot movil utilizado es de tipo control
diferencial, consta de dos ruedas activas para traccion
y direccion, y una rueda pasiva (ver fig. 1).

»

&

Figura 1. Diagrama fisico del Robot Movil.

Considerando que el robot so6lo presenta
movimientos planares translacionales y rotacionales, y
que no presenta ningun tipo de deslizamientos lo que
lleva a las restricciones no holonomicas (las
velocidades de las ruedas activas deben tener la
direccion P, ); se obtienen utilizando principios

bésicos de la mecanica, las siguientes ecuaciones que
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describen la cinematica del robot moévil dentro del
marco de referencia fijo &, 77,

f:vcos(a)—hwsin(a), “4)
1 =vsin(a)+hwcos(a), (%)

Utilizando el principio del equilibrio dindmico
de D’Alembert [7], y no considerando las fuerzas

reactivas Ry R, se obtienen las ecuaciones

dindmicas que involucran las fuerzas de empuje F, y

F:

m(1>+ba)2):F,+E, (7)
Jéw-mbvw=(F, - F)a. (8)

Es necesario ademds, asociar las fuerzas F, y
F, a las coordenadas ¢, y ¢, que determinan el giro
de cada uno de los motores del robot mévil; para esto,
se sabe que el torque o momento de un motor esta
dado por
r=Fp; )
donde 7 y F son el torque y la fuerza aplicadas por
el motor y p es el radio de la rueda acoplada el
motor. Es necesario también, un modelo matematico
que describa el movimiento del motor, para esto el
modelo mas simple conocido para un motor de DC es:
T =)V -o¢, (10)
donde 7 es el torque del motor (Nm); V' es el voltaje
aplicado a las terminales del motor (V); ¢ es la
velocidad angular (rad/s); x es la friccion viscosa; y

o es la fuerza contra-electromotriz del motor [10].

Considerando las expresiones para la velocidad
angular de cada una de las ruedas
v, _vtaw
g, =—= , (In
P P
v, _v—-aw
¢ = L= ; (12)
P P

y considerando las ecuaciones (9) y (10) se pueden
obtener una expresion de fuerza asociada a las ruedas
derecha e izquierda

_xVp-o(v+aw)

LT, (13)
g = Xip=olr=aw) (14)
0

sustituyendo las expresiones (13) y (14) en las

ecuaciones de movimiento (7) y (8), se tiene
mi+mbei =X (v +v)=27Y (15)

P P

PR
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204’ w
—.

jd)—mbva):%Y(K —V,)—

(16)

Por lo tanto, las ecuaciones (4), (5), (6), (15)y
(16)

¢ =vcos(a)-hwsin(a),

1 =vsin(a)+hwcos(a),

a=w, a7
v=-bi =22+ X (),
mp*  mp
2
_ mb~va)_20~'a w+q—X(V, _Vz)

J Jor  Jp
describen el movimiento del robot movil.

4. Trayectorias Deseadas y Ecuaciones
Lineales

Ya que cualquier trayectoria puede ser
aproximada mediante segmentos rectos y circulares;
se pueden obtener las trayectorias deseadas o
programadas que el robot movil puede realizar.
Considerando que el robot presenta movimientos
horizontales y verticales a través de movimientos
paralelos a los ejes 0, y 0,7 tenemos en la tabla 1

las siguientes trayectorias deseadas (ver figura 2).

Fig. 2. Trayectorias Rectas y Circulares del robot mévil.

Para obtener los desplazamientos circulares se
supondréd que el estado inicial o posicion de casa del
robot es paralelo al eje & y que el movimiento se

describe sobre un circulo de radio R, el cual esta
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seccionado en cuatro cuadrantes (ver figura 2) y
tomando en cuenta el sentido en que se recorre, las
trayectorias se muestran en el tabla 2.

Trayectoria & ,741 a’ vl o
ldeﬁr:fi?io E(;)siltzlgg l & vt 0 |v,| O
ieu;;?io IEII:;;Zt(i)\r/léal & vt 0 T lv,| 0
iegll;?io PoZteiilt(l)cal 0 7, vt L27 v,| 0
ieﬁgg?io Ne?g/:trisgal 0 17y + vt —LZT v,| 0

Tabla 1. Trayectorias deseadas Rectas.

Siendo las ecuaciones de movimiento del robot
movil el conjunto de ecuaciones (17), se pueden
aproximar linealmente a vecindades cercanas a las
trayectorias deseadas utilizando la expresion (2).

Siendo la trayectoria deseada y? un movimiento en

linea horizontal en sentido positivo (tabla 1, nimero
1), se tienen las ecuaciones lineales (18). Si la

trayectoria deseada y? alguno de los movimientos

circulares de la tabla 2, se pueden obtener las
ecuaciones lineales del sistema (19) que dependen de

ad

Trayectoria 3 ¢ 7 ! a’ L
Cuadrante T cos(B) | Rsin(B) -t | QR | w,
(sentido reloj) - : :
Cuadrante . I Rcos(B) | Rsin(f) z +ar |WR| @
(contra reloj) 2 ’ i 0
Cuadrante 11 Rcos(B) | Rsin(B) r wt | QR | @,

(sentido reloj) 5 0
Cuadrante 11

(contra reloj) Reosthy | Roimpy | mragt | @R |
e R e R e e
e e e
e oy |10 w500 T |
Cuadrante IV Reos(B) | Rsin(B) wt WR | w,

(contra reloj)
Tabla 2. Trayectorias deseadas Circulares.

a=& (18)
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- 20 .
V== sVt X u,,
mp mp
. _mbv, . 20a° . a
W=—"0-= +—Xu2.

é= —(a%Rsin(ad ) +hay, cos(a"’ ))67+
peos(a”) - havsin(a’),
E (%Rcos(a" ) -h, sin(a" ))Er+

ﬁsin(a"’ ) - héocos (a"’),

a=o (19)
§=-2% 5 opagar X u,
m mp
2
=0 DGR g, 200 5, 9X,
J J it p

5. Deduccion del Control Optimo

Aplicando la  Programaciéon Dinadmica
mediante la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
[9], se obtiene la siguiente entrada de control llamado
control 6ptimo que minimiza el indice de desempefio
(3) sujeto a la ecuacion lineal de estado (2)

u(t)=-Kx(t),  K=G'B"P(t); (20)
donde esta ley de control resuelve el problema de
estabilizacion; ademds P(tr)=0 es la solucion de la
ecuacion Diferencial Matricial de Riccati

——al';ft) =Q-P(1)BG"'B"P(t)+
P(t)A+A4"P(), 21)
con: P(4)=0,

que también es llamada solucién de estabilizacién; y
la matriz K definida en (20) es la matriz de ganancia
del control oOptimo o la matriz de estabilizacion
optima. Con una apropiada seleccion de las matrices
de peso O y Res posible tener un comportamiento

apropiado del sistema en lazo cerrado, ya que las
propiedades dindmicas y magnitudes de los estados
son de mucha influencia. Se puede verificar el
comportamiento con la ecuacion lineal de control en
lazo cerrado

x(¢)=(4-BK)x(2). (22)

6. Solucion y Resultados
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El valor de los parametros necesarios para
obtener los resultados se presenta en la tabla 3.

Variable | Valor Descripcion
v, 15 Velocidad deseada [m/s]
w, 05 Velocidad angular deseada [rad/s]
a 0,40 Distancia entre las ruedas [m]
Distancia del centro de masa al
b 0,40 ¢je de las ruedas [m]
0.10 Distancia del eje de las ruedas al
h ’ arreglo de sensores [m]
m 45 Masa del Robot Movil [kg]
P 0,08 | Radio de las Ruedas [m]
R 0,35 | Radio del Circulo [m]
X 0,01 | Friccién viscosa del motor
o 0,009 Fuerza contra-electromotriz del
motor
~ Momento de inercia del Robot
S 02868 | il

Tabla 3. Valor de los parametros del Robot Movil.

El algoritmo de solucién para la obtencion del
control dptimo para las trayectorias del robot movil es
el siguiente:

1. Obtener el sistema lineal (2) alrededor de
alguna trayectoria deseada (tablas 1 y 2).
2. Verificar si el par de matrices (A4,B) del

sistema lineal (2) es completamente
controlable, si no, no es posible obtener el
control 6ptimo.

3. Desarrollo y solucion de la ecuacion
diferencial matricial de Riccati  con
condiciones finales (21), una vez que se han
escogido valores adecuados para las matrices
de peso QO y G. Para la solucion de la

ecuacion diferencial de Riccati se realiza un
cambio de variable para el tiempo (7 =7, —1),

para convertir este problema en uno de
condiciones iniciales.
4. Obtener mediante polinomios una
aproximacién a cada una de las curvas de
solucion de la matriz diferencial de Riccati;
posteriormente se hace la inversion de estas
curvas en el tiempo para obtener el resultado a
condiciones finales buscado.
Obtener el control 6ptimo (20).
6. Verificar el comportamiento del control 6ptimo
disefiado mediante la ecuacion de del sistema
en lazo cerrado (22).

W

A continuacion, se presenta el disefio de un
control éptimo, para una trayectoria correspondiente a
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un segmento de circulo en el cuadrante IV para S0
(=7/2,0) en sentido de las manecillas del reloj
(a’ =awt). En esta situacion las matrices A(f) y

B son:
0 0 -0,175sin(0,5¢) = 0,05¢c0s(0,5¢) cos(0,5¢) =0,1sin(0,5¢)
0 0 0,175cos(0,5)=0,05sin(0,5¢) sin(0,5¢) 0,1cos(0,5¢)
A(r)=]0 0 0 0 1
00 0 -0,625 -0,4
00 0 3,14 0,471
0 0
0 0
B=| 0 0 |
0,0278 0
0 01743

las cuales hacen que el sistema lineal sea variante en
el tiempo, ya que la matriz de pardmetros A4 depende
del tiempo.

Para asegurar que existe una ley de control
optima para este sistema, es necesario afirmar que el
sistema lineal variante en el tiempo es completamente
controlable; para esto se utilizara el siguiente criterio.

Proposicion 1. [11] Asumiendo que las

funciones matriciales A(t) , B (t) son analiticas en

R". El sistema [A (t) ,B (t)] es completamente

controlable en algin tiempo finito si
rango[Ml (to),M2 (to),...,Mk (to ):| =
O ¢ >0.

donde
M ()= B(t),

@7

M, (1) =-A(1) +%Mk_l (1). k=2..n1.

En la solucion y disefio de un control 6ptimo,
la matriz K, se calcula con una apropiada seleccion
de las matrices de peso Q y G. Cuando se trabaja

con sistemas grandes es comun elegir a estas matrices

como diagonales. Se tomara la matriz de peso G**
como una matriz identidad, con lo cual se asigna igual
peso a las sefiales de control y se logra que cada una
de ellas actie en forma independiente. Los resultados
de la simulaciéon de cada variable de estado del
sistema linealizado para el procedimiento descrito
anteriormente, se muestran en la figura 4, obteniendo
la siguiente matriz de peso QO que mejora la

estabilidad del sistema; cabe mencionar que esta
matriz no es Unica. Las condiciones iniciales para la
simulacion del sistema en lazo cerrado son
x(0)=[-1 -1 1 1 -1]; esta simulacion se realiz6
en un intervalo de tiempo de 0 a 20seg. En la figura 3,
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se puede observar que el error de cada uno de los
estados del sistema es llevado a cero; esto indica que
el robot mévil parte de una posicion arbitraria y
posteriormente se estabiliza en la trayectoria deseada.

0
0=/ 0 0 500 0
0 0 0 10 0
0 0 0 0 900
0s - - . 0
02
v D4
up = s
05
08
g 5 10 15 ] ' 5 10 15 2
tlempo (seg) tlempo (seg)
1 1
0s : oS
o] =
] i
0% 05
0 5 10 15 il a 3 10 15
tiempo {seg) tiempo (seg)
ns
iz
05

o

5 10 15

thempo (seg)

Fig. 3. Simulacién del sistema en lazo cerrado con matriz
depeso O determinada a prueba y error.

o

7. Conclusiones

Se estudi6 el modelo dindmico del robot movil,
el cual consta de 5 ecuaciones de primer orden; se
consideran la cinematica y la dindmica del robot, esta
ultima resulta de considerar el movimiento rotacional
de las ruedas del robot movil — Mediante la
programacion dindmica se sintetizé la ley de control
optimo para una trayectoria circular del robot mévil.
La dindmica del control Optimo se obtuvo
solucionando una ecuacion diferencial matricial de
Riccati, elaborando un programa en el software
MATLAB que da la soluciéon a dicha ecuacion
matricial, que complementada con una buena
sintonizaciéon de las matrices de peso proporciona un
buen desempeiio de la ley de control.
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