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Resumen

Presentamos el modelo dinamico de un robot
movil autbnomo provisto de dos ruedas activas y una
pasiva, asi como un algoritmo de control para la
estabilizaciéon de las trayectorias programadas .La
programacion dindmica es el fundamento para
sintetizar el controlador. Posteriormente aplicando
un resultado clasico, se determina una ley de control
cuando dicha ecuacién diferencial se convierte en
una ecuacién matricial algebraica. Al realizar la
simulaciéon de ambos algoritmo, se observa que el
nuestro presenta una mejoria en la calidad de la
estabilizacién. Presentamos un ejemplo grafico que
comprueba lo antes mencionado.

Palabras clave: Sistema dinamico controlable, robot
movil, programacion dinamica, control 6ptimo.

1. Modelo dindmico

En este trabajo se considera la clase de robots
moviles auténomos, que consisten de tres ruedas, dos
activas y una pasiva, con restricciones no
hol6énomicas, que aparecen como consecuencia de la
hip6tesis de no deslizamiento. Las velocidades del

centro de las ruedas son denotadas comoV, y V,,
como se observa en la figura 1.

Fig. 1. Sistema de coordenadas inercial.
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La posicion del robot con respecto al sistema
de referencia inercial esta dada por las relaciones

X, =VCcosa—bwsina

Yy, =Vsina +bwcosa o))
a=w

Para obtener las ecuaciones dindmicas, se

sustituyen las restricciones no holénomicas por

fuerzas reactivas R,,R,. Tenemos también dos

fuerzas activas F,, F,. Se describen las ecuaciones

en el sistema relativo P, (ubicado en el robot

movil) mediante teoremas principales de la mecéanica
clésica.
Obteniendo las siguientes relaciones dinamicas

m(v+bw?) =F, + F, @
I+ mbwy = (F, -F)a

Sustituyendo las fuerzas activas por torques de
los motores y los voltajes aplicados a los mismos

M =Fp donde M es el torque del motor, y el
modelo mas simple del motores M = yu —o¢ . El

miembro que aparece en la parte derecha 0@ es la

suma de la friccibn viscosa y la fuerza
contraelectromotriz. Entonces para la rueda derecha
tenemos

Fr — XU, —op, (3)
Yol

sustituyendo en la ecuacién para cada rueda y
realizando operaciones, obtenemos lo siguiente
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F. +F =£(ur +u,)—2—fv
P P (4)
2ac
2

Fr_':lzl(ur_ul)_ w
yel

Las ecuaciones dinamicas (2) se transforman

en
. 20y
mv = —mow? —=—v+Z(u_+u,)
pFop ' (5)
2
Fr = mbw — 22 ZVO—Jrl—a(ur -u,)
0

que junto con las ecuaciones (1), forman el modelo
dindmico controlable del robot movil.

2. Trayectorias programadas
Cualquier trayectoria programada se puede

realizar, considerando la combinacion de las
trayectorias que se presentan en la siguiente figura

Fig. 2. Tablero de entrenamiento.

El cuadro de la figura 3 muestra el conjunto de

trayectorias deseadas, cuando el movimiento se
realiza a lo largo de un segmento de linea paralelo al
eje 0&, o0 al eje Op.
En la situacion que el robot se mueve a lo largo de un
segmento del circulo de didmetro R centrado en el
vértice de uno de los cuadrados del tablero de
entrenamiento, segin se observa en la figura 2,
tenemos cuatro cuadrantes contados en direccion
opuesta al sentido del reloj, dividiendo entonces al
circulo en cuatro partes iguales. Se tiene ocho
configuraciones, de las cuales presentamos
Unicamente la correspondiente al cuadrante | en la
direccion del reloj

£ =Rcosp, n° =Rsing, con (06{%,0} (6)

d _ d _ d _
a’ =ot, V' =R, o =0,

Las restantes se obtienen de manera analoga.

Trayectoria £ n° afl v we
1. Linea horizontal Vot + & 0 0 v, 0
sentido negativo
2. Linea horizontal | vy t 4 £ 0 7T |y 0
. cpe 0 0 0
sentido positivo
3. Linea vertical 0 Vot +77,| 7| v, 0
sentido positivo E

4. Linea horizontal

Vot + |V 0
sentido negativo ot *ho 0

N |

Fig. 3. Trayectorias programadas.

2.1 Ecuaciones lineales en desviaciones.

Si u”(t) es una entrada nominal al sistema

descrito por las ecuaciones dinamicas y y°(t) es

una trayectoria nominal de dicho sistema, entonces
podemos encontrar aproximaciones a soluciones
vecinas, para pequefias desviaciones en el estado
inicial y en la entrada.

Utilizando el proceso de linealizacién con las
trayectorias programadas se obtienen respectivamente
los sistemas de ecuaciones lineales en desviaciones.
Considerando el sistema lineal para la linea

horizontal como trayectoria deseada (sentido
positivo):
X, =-V
Yy, =—V,a —bw
2
V=-— 26 v+ 24 u,
pem p
_ mby, 2a’ a
W=——%2w-— 2?-W+)~(—U2
J pJ Jp

Si la trayectoria deseada es un semicirculo se
obtienen los ocho sistemas en desviaciones lineales,
sustituyendo cada uno de los movimientos deseados.

3. Establecimiento del problema

|Consideremos el sistema dindmico controlable
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y="f(y,u)

®)
u()eu :{u:u(t)ng*R*}

donde yes el vector n-dimensional que contiene las

coordenadas de estado del sistema, ues un vector r-
dimensional que representa los controles de entrada y
f(y,u)es de clase C?. Asumimos que dados, algtn

movimiento deseado y®(t) y un control deseado
u(t), satisfacen las ecuaciones

y'=fy . o)

)
u()eU, telt,t,)
Se obtienen las ecuaciones lineales en
desviaciones
X = A(t)x + B(t)Au (10)

Aparece el problema de la estabilizacion,
mediante el empleo de la informacién de
coordenadas, determinar el control Au(-) tal que las

desviaciones actuales disminuyan asintéticamente. En
este punto del trabajo asumimos que tenemos
informacion completa y exacta de todas las
coordenadas.

4. Disefo del control

Disefiamos el control considerando el sistema
(7) y el siguiente indicador para la calidad de la
estabilizacion

|
Szj(xTGx+uT Nu)dt (11)
b
en donde se asume que G=G" >0, N" =N >0.

La programacién dindmica es la base para la
construccion del algoritmo de control. Bellman
demostrd que la funcién

W (x,t) = min
ueU

{T(XTGX+UTNu)dt} 12)

)

debe satisfacer la ecuacion en derivadas parciales

%Jr: min{(xTGx+uTNu)+2—\i’(AX+ BU)}:0 (13)

ueU

W(xt)=0

Si
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u’=arg min (14)

{(XTGX+ u"Nu) +%(Ax+ Bu)}
ueU ox

entonces u® es un control Gptimo y tiene la forma

o —_tnag (Mj
2 OX

(15)

Proponemos la solucion a la ecuacion (13) de
Bellman como

W(x,t)=x"Lx, con L=L" (16)
Posteriormente, sustituimos W y u® en dicha
ecuacioén y simplificando recibimos

X (L+G-LBB"L+2IA)x=0 (17)

de donde se deduce la ecuacion diferencial de Riccati

L=LBB'L-G-2IA=0 con L(t)=0  (18)

De esta manera se obtiene la forma del control
como sigue

uo = —% NBTL(t)x (19)
donde L(t) es solucion de la ecuacion diferencial de
Riccati.

4.1 Algoritmo de control.

En el disefio del control, los valores de los
pardmetros que se han utilizado, se describen en el

cuadro de la figura 4, en donde las matrices A y
B del sistema (7) tienen la siguiente forma

00 -1 0
0 0 -15 0 -0.1
A=l0 0 © 0 1
0 0 0 -0.625 0 (20)
00 O 0 —0.3923
0 0
0 0
B=| 0 0
0.0278 0
0 0.1744
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en esta situacion, el sistema es completamente
controlable; si no es asi, no se puede aplicar este
algoritmo.

Variable | Valor Descripcion
Vo 15 elocidad deseada, en (mts./ seg.)
a 0.40 |Distancia entre ruedas (mts.)
Distancia del centro de masa al eje
b 0.05
de las ruedas (mts.)
Distancia del eje de las ruedas al
h 0.10 o
arreglo de sensores Opticos (mts.)
m 4.5 [Masa del robot (kg.)
p 0.08 |Radio de las ruedas (mts.)
R 0.35 |Radio de inercia del moévil (mts.)
% 0.01 [Friccion viscosa
- 0.009 Fuerza contraelectromotriz de los
motores
J 0.2868 [Momento de Inercia

Fig. 4. Valores numéricos de las variables.
Proponemos la funcién de Bellman como

w(x,t) = x(t)L(t)x(t) (21)

y obtenemos la ecuacién matricial diferencial de
Riccati con condiciones finales

L=LBB'L-2AL-G
L(t)=0

(22)

Puesto que el sistema es de condiciones
finales, se considero en el tiempo inverso obteniendo
un sistema con condiciones iniciales y se resuelve.
Posteriormente mediante el empleo de polinomios se
obtiene una aproximacién de cada uno de los
elementos de la matriz L(t). Dado que estos

resultados estdn escritos en el tiempo inverso
nuevamente transformamos al tiempo directo,
encontrando todos los elementos de la matriz L(t),

por lo que el control se escribe como

u=-N"BTL(t)x(t) (23)
se sustituye dicho control en el sistema lineal
X = A(t)x+ B(t)u (24)
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y resolviendo simulamos el comportamiento de las
variables de estado.

Fig. 5. Comportamiento de las variables de
estado.

En el siguiente diagrama se resumen los pasos
para determinar el control.

ENTRADA:
t=[0: &
A B L X,
L=t

¥
1=t -t |

Funcién

L =sistematt, L}

[ L ,t]=ode45('sistema’ t, L g}

!

L= pol¥fit(t, L ,grado}

!

L =cambiov( Lt}

Sistfinal=A-BBTL

x=rkuta{sistfinal,t,x;,nv}

Fig. 6. Algoritmo de control.
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4.2 Aplicacion del resultado de Kalman.

Aplicando el resultado de Kalman [5], se
obtiene la ecuacidn algebraica de Riccati

0=LBB'L-2AL-G con L(t)=0 (25
En este caso se resuelve el sistema utilizando la
funcion de MatLab care, se calcula el

comportamiento de las variables de estado como se
muestra en la Figura 7.

Fig. 7. Comportamiento de las variables de
estado (t — 0).

5. Situacion de informacion incompleta

Teniendo la informacion primaria 7 =Cx,

trataremos de construir el proceso informativo de
identificacion de las desviaciones, 0 sea, un proceso
de construccion de estimaciones insesgadas Yy
consistentes X de las desviaciones.
Un observador estima las variables de estado
basandose en las mediciones de las variables de salida
y de control. Por tanto, los observadores de estado
pueden disefiarse si y solo si se satisface la condicién
de observabilidad.

El robot movil cuenta con tres sensores que
dan informacion de las coordenadas (x,y,e), por

tanto las matrices a considerar son, la matriz A como
aparece en (20) y la matriz

(26)

O O O O -
o O O +» O
O O B O O
O O O O O
O O O O o
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con dichas matrices se verifica la condicién de
observabilidad completa, asi que se construye un
estimador para obtener la informacién completa de
las cinco coordenadas.

modelo  matematico  del

Utilizando el

observador

i’:AX+Bu+Ke(y—CX) (27)

Donde xes el estado estimado y K, es la natriz de

ganancia del observador. La ecuacién de error del
observador esta definida de la siguiente forma

X— % = Ax— A% — K, (Cx - CX) = (A— K,C)(x— X) (28)

A partir de la ecuacioén anterior, observamos
qgue el comportamiento del vector de error esta
determinado por los valores propios de la matriz
(A-K.,C)- Si esta matriz es estable, el vector de error

convergera a cero para cualquier vector de error
inicial. En esta situacion la matriz que se obtuvo es

100 -1 0

0115 0 -01 29)
K.=[o 0 1 0 1

000 0 O

000 0 O

Con la matriz (29), los valores propios de
(A-K_C) tienen parte real negativa lo que garantiza

gue podemos construir las estimaciones insesgadas y
consistentes X, resolviendo el sistema (27).

6. Conclusiones

El desempefio mostrado en el algoritmo de
control cuando el tiempo t es fijo muestra un muy

buen desempefio en la calidad de la estabilizacion,
esta situacion es cuando dicho algoritmo involucra la
solucion la ecuacién diferencial matricial de Ricatti.

En la situacion en que t = oo, se simplifican
los célculos debido a la solucion de la ecuacion
algebraica de Ricatti, sin embargo el tiempo de
estabilizacion aumenta.
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