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Resumen.

En este trabajo, se propone un método genérico
alternativo simplificado para la obtencién de la
expresion de salida de un sistema actuador-sensor o
sistema con retroalimentacion, el cual es no lineal. El
método permite obtener una funcién de transferencia en
forma de series de Taylor en donde los coeficientes se
mantienen en forma simbolica, lo cual permite al usuario
un mejor analisis de los factores que afectan la respuesta
deseada.

Sistema _no__lineal, Retroalimentacién, Coeficientes

simbélicos,.

1. Introduccidn.

La naturaleza de muchos actuadores tanto como
sensores es no-lineal, lo cual dificulta la transferencia
deseada de una entrada hacia una salida. Es por ello que
el estudio y andlisis de no-linealidades es muy Util para el
disefio de sistemas. Sin embargo, una solucién puramente
numérica no nos puede dar la informacién adecuada para
el entendimiento de cuales deben de ser |las
caracteristicas del actuador y retroalimentacion para la
obtencién de una respuesta deseada. Es por ello que una
solucidn algebraica o simbdlica basada en los parametros
del actuador y sensor es preferible ya que nos muestra
que parametros son los que contribuyen a los diferentes
grados de no linealidad. El problema, sin embargo, es
que el manejo de ecuaciones no lineales puede llegar a
ser muy complejo y tedioso; de hecho, en muchos casos
no es posible encontrar una solucién algebraica directa.
De tal manera, en la literatura es posible encontrar
algunos métodos para lidiar con este tipo de sistemas
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como derivacion de series de Volterra [1] los cuales,
aunque pueden encontrar una solucién, pueden resultar
en un desarrollo complejo. En este trabajo, proponemos
un método genérico alternativo simplificado para la
obtencion de los coeficientes algebraicos de la funcion de
transferencia en series de Taylor de un sistema no lineal
con retroalimentacion.

Un sistema general no lineal se muestra en la figura 1. El

blogue A o actuador recibe la suma o resta de la sefial de
entrada con la sefial de retroalimentacion z proveniente
del blogue B o sensor. En lugar de usar expresiones
cerradas, es preferente desarrollarlas en series de Taylor,
ya que nos permite una mejor vision de las
contribuciones no lineales asi como simplificar el
desarrollo. Una ventaja adicional de las series de Taylor,
es que nos permite manejar la complejidad de la
expresion a expensas de la precision del resultado basada
en el nimero de términos a considerar; esta decision es
tomada por el usuario dependiendo del sistema y los
requerimientos. Es asi que los términos al hasta an son
expresiones algebraicas basadas en los parametros del
actuador y las expresiones bl hasta bn basadas en los
parametros del sensor.

El objetivo de este andlisis es obtener la funcion de salida
y en base a x. Para ello, uno pudiera intentar sustituir z
con la funcién de transferencia del bloque B en el bloque
Ay resolver. Sin embargo, el resultado consistira en una
ecuacion de un grado muy alto, lo cual resultaria muy
complejo, y de hecho, si la ecuacién es de quinto o mayor
grado no es ni posible resolverla como lo demostré el
matematico Niels Henrik Abel en 1824 [2].
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A (Actuador)

X+z

y=a(X+ z)+a2(x+z)2 +...+an(x+2)

n

v

B (Sensor)

Z=byy+byy? +...+b,y"

Figura 1. Un sistema con retroalimentacion no lineal.

El resultado directo en series de Taylor es mas util para
el analisis de no linealidades que una expresion cerrada.
Esto es dado a que una expresién de Taylor contiene el
término lineal y los términos no lineales los cuales
aumentan de complejidad conforme aumenta el grado.
Dependiendo del sistema y la precision requerida, los
términos de cierto grado en adelante pueden ser
ignorados. Es asi que la solucién al sistema no lineal es:

Y = CiX +CoX + ...+ Cp"

1)

En los cuales hasta este punto las expresiones c1 hasta
cn son desconocidas hasta este momento y son basadas
en términos de al..an y bl..bn.

En al figura 1. z, que es la salida del sensor, esta
expresada como:

2 n
zZ=by+byy” +...+by )
2. Desarrollo.
Comenzamos con sustituir (1) en (2) y en la cual
obtenemos:
—k 2 n
Z =KX+ Kox® +...+kpX ©)

Los coeficientes k1 a kn se pueden obtener manualmente
realizando algebra durante la sustitucion de (2) en (1),
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pero la siguiente expresion basada en una modificacion
del teorema multinomial [3], nos facilita el proceso del
resultado e incluso la automatizacion del mismo
mediante un programa de computadora:

8o

j=1 pl! pZ!"pm!

n
kn=>.bi Jclplcz P cpPr | (4
i=1
En donde pl a pn son todas las combinaciones de
nimeros y enteros que satisfacen las siguientes
ecuaciones:

m m
D.apg =N Y Py =i 5)
g=1 g=1

En esta expresién se debe de considerar que el factorial
de cero es 1 (0! = 1). No6tese de (5) que los contenidos del
coeficiente kn solo incluird un término con coeficiente
cn. Por ejemplo el coeficiente k3 solo contendra un
término con c¢3 y los demas Unicamente con
combinaciones de c2 y c1.

Notese que los coeficientes ¢l a cn siguen siendo
desconocidos hasta este punto. En el siguiente paso
creamos una ecuacion basado de (3) en (1), la cual tiene
esta forma:
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CiX+CpX? 4.+ Cyx" = al((kl +1)x +Kkyx2 + kgx® +...+knx”)+
+ap|\(k 2 3 n
oKy + DX+ Kkox® +kgx™ +...+ KX | +... (6)

+ap ((kl D)X+ Kyx2 +kgx® + ...+ kX" )n

Y que puede ser simplificada como:
n_ 2 n 7
CIX+CoX+..+Cpq =dix+dox“ +...+dyx" (7)

Los coeficientes d1 a dn se pueden computar de
manera similar que en (4), de manera que podemos
obtener:

n m n!
dn = 4 Z( 'J(k1+1) Pk, Pe Ky P

i1 | j= P1!pP2!. P!
(8)

Las mismas condiciones usadas en (4) se aplican
para (8) en cuanto a las potencias p1 hasta pn.

Para que la ecuacion (7) sea valida para toda X, la
siguiente condicion se tiene que cumplir:

Cq = dq 9)

De esta manera, se pueden resolver los coeficientes
clacnen base a (9). Para este fin, tenemos la fortuna
de poder usar la propiedad inherente en la cual nos
permite evitar el uso de sistemas de ecuaciones
simultaneas de varias variables. Lo anterior, es dado a
que el término derecho de cq en (9) solo tendra un
solo termino ¢ con subindice g y los demas seran con
subindice menor a . Es asi que podemos comenzar
resolviendo directamente cl, seguir con c2 y asi
sucesivamente hasta obtener el nlmero de
coeficientes necesarios para tener la precision
deseada. Finalmente la siguiente expresién puede ser
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derivada a partir de (9) para calcular los coeficientes
no lineales de la funcion de transferencia del sistema

(Q):

n m
Cp = kn Zai z( n! J(kl‘*l)p’ksz---kmp"'
1-a,5 j=1 P1!p2t.pm!

(10)

3. Conclusion.

Este resultado permite una mejor visualizaciéon de
no-linealidades de un sistema actuador-sensor dado
que mantiene una representacion algebraica. Este tipo
de analisis también se puede aplicar a otro tipo de
sistemas como circuitos electrénicos no lineales.
Notese que dada la forma de las series, es posible
automatizar el calculo de coeficientes mediante un
programa de computadora que determine los
coeficientes y la posibilidad de la adaptaciéon de un
optimizador.
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