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Abstract - El objetivo principal de este artículo es obtener el 
modelo matemático de un péndulo invertido a través del 
principio de potencias virtuales y hallar las ecuaciones no 
lineales de movimiento usando la forma de Cauchy lo que nos 
permite obtener los puntos de equilibrio del sistema, que al ser 
linealizado alrededor del punto de equilibrio inestable, nos 
sirve para proponer un control lineal optimal para estabilizarlo 
alrededor de dicho punto. El modelo matemático obtenido es 
evaluado experimentalmente en el péndulo invertido digital de 
la empresa Feedback.   
 

I. INTRODUCCIÓN 

El péndulo invertido es uno de los ejemplos más conocidos de 
sistemas para estabilizar, fue ampliamente estudiado por la 
industria aeroespacial, y hoy en día todavía es un problema 
importante de control, ya que cada vez hay más sistemas que 
pueden aproximarse con este modelo [1,2].  
 
Además de la industria aeroespacial, el modelo del péndulo 
invertido tiene aplicaciones en diversas áreas de la ciencia 
como en la biotecnología donde se modelan diversos sistemas 
(caminadores bípedos, etcétera) [3]; ó en anatomía, donde la 
postura y la locomoción han encontrado mucha similitud con la 
dinámica del péndulo invertido, donde la posición del pie 
requiere del control de balance, considerando que el balanceo 
resulta de estirar los músculos, lo cual es un tipo de 
estabilización local por realimentación de la dinámica 
involucrada en la posición de pie [4]. Ahora bien, el interés 
sobre el problema local del péndulo invertido reside en la 
estabilización de una posición inestable en lazo abierto, lo cual 
constituye un problema de control notable que puede ser 
resuelto por métodos lineales, ya que en sistemas lineales la 
estabilización de un punto inestable en lazo abierto no ofrece 
gran problema, éstos aparecen cuando el sistema es no 
lineal [1].  
 
El artículo está organizado de la siguiente forma: en la sección 
2 se describe la dinámica del prototipo realizando 
consideraciones que se utilizarán en la evaluación del sistema; 
se menciona el principio de potencias virtuales, se obtienen las 
ecuaciones de movimiento según la forma de Cauchy y se 
determinan los puntos de equilibrio para linealizar el sistema; 
en la sección 3 se detallan los parámetros del prototipo; en la 
sección 4 se describe el controlador lineal; y finalmente las 
conclusiones se puntualizan en la sección 5.  
 

II. DINÁMICA DEL PROTOTIPO 

El péndulo invertido sobre base móvil es un sistema formado 
por una varilla que gira libremente por uno de sus extremos 
mediante una articulación situada en una base tipo carro que se 
mueve sobre un riel rectilíneo horizontal bajo la acción de una 

fuerza ( )u t  paralela a la guía; esta fuerza ( )u t  es la ley de 
control con la que se pretende controlar la posición de la varilla 
(figura 1) [1]. El péndulo rota sobre un plano vertical alrededor 
de un eje localizado en el centro de la base.  
 

 
 Fig 1. Péndulo invertido sobre base móvil. 

 
 
Para efectos del análisis, consideraremos que el sistema base-
péndulo es una estructura rígida, es decir, es un conjunto de 
partículas obligadas a permanecer a distancias relativas 
absolutamente fijas, hecho válido para situaciones 
prácticas [5].  
 
Debido al contacto entre las ruedas del móvil y la superficie de 
la guía existe una fuerza de fricción que se opone al 
movimiento, sin embargo, considerando que la fricción es 
producida por un sólo contacto la constricción cinemática 
involucrada se puede modelar como en un uniciclo [6].  
 
Partiendo de esta consideración se procede a encontrar las 
ecuaciones de movimiento del sistema, considerando que 
estamos ante un problema de cuerpo rígido con restricciones no 
holonómicas de la forma [7]:  
 

 

1
( ) ( ) 0 ( 1 2 )

n

ij ij
j

a t b t i mq
=

+ = ; = , ,...,∑ &  (1) 

 
 
donde ( )q t  es el vector de coordenadas generalizadas del 
sistema de n  grados de libertad no constreñidos, que se 
reducen en número por las m  ecuaciones de constricción no 
holonómicas.  
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Fig 2. Vista superior. 

 
Fig 3. Esquema de proyecciones (vista lateral). 

 
Si adaptamos el sistema base-péndulo (en lo sucesivo B-P) al 
modelo del uniciclo, tenemos que si la base móvil B  es un 
punto en el eje x′  que se elige con la misma dirección del 
péndulo y los ejes 1 2{ }ˆ ˆe e,′ ′  están fijos al sistema con origen 
en el centro de masa del sistema como se muestra en las figuras 
2 y 3. Las constricciones no holonómicas quedan como:  
 

2 0ˆBV e⋅ =  (2) 
 
donde BV  es la velocidad en el punto B  ubicado a una 

distancia l  del centro de masa. Si denotamos la velocidad del 

centro de masa por 1 2[ ]T
cV v v= , , y φ , como la posición 

angular del eje 1ê′  relativo al eje x , la constricción toma la 
forma de la ecuación escalar:  

 
 

2 0v lφ− =&  (3) 
 

II-A. Principio de Potencias Virtuales 

El método de potencias virtuales tiene la ventaja de estar 
cercano a las leyes de Newton e implica el cálculo de fuerzas, 
aceleraciones y momentos. El principio de potencias virtuales 

también conocido como principio de Jourdain es similar al 
principio de trabajos virtuales y afirma que las potencias 
virtuales de las fuerzas inerciales aplicadas en un sistema son 
cero [8]. Este tiene la ventaja de incorporar naturalmente las 
constricciones no holonómicas del sistema Jourdain (1905) y 
Kane (1961).  
 
 
Las fuerzas que actúan en el sistema B-P a través del diagrama 
de fuerzas mostrado en la figura 4, en el cual vemos que hay 
una fuerza de fricción cT  que se opone al movimiento de la 

base móvil, la fuerza de reacción V  del riel sobre el cual se 

mueve la base del péndulo V , el peso ( )c pm m g+  del 

sistema, y la fuerza de control ( )u t .  
 

 
Fig 4. Diagrama de fuerzas del sistema B-P. 

 
 
Para desarrollar el modelo matemático del sistema B-P es 
necesario definir los sistemas de referencia que se utilizarán en 
el análisis; se van a considerar dos sistemas de referencia; un 
sistema fijo S  que ve moverse al sistema B-P y uno inercial 
S ′  que participa del movimiento del sistema B-P como se 
describe en la figura 3. La orientación de S ′  es tal que la 
velocidad lineal de la base se da a lo largo del eje x . Para 
fines del análisis se supone que en el sistema no hay 
movimiento en la dirección z  lo que indica que los ejes z  y 
z′  permanecen paralelos todo el tiempo. Así de las tres 

coordenadas generalizadas sólo dos son independientes.  
 
Hechas las consideraciones preliminares, se procede a obtener 
las ecuaciones de movimiento que determinan el 
comportamiento dinámico del sistema B-P, con este fin 
elegimos como coordenadas generalizadas a las descritas por el 
vector de velocidad 1 2{ }i v vq ω= , ,& , en este método de 
análisis las ecuaciones de movimiento toman la forma:  
 

( ) ( ) 0a a
c

j j

VM JF LV q q
ωω∂ ∂

− ⋅ + − ⋅ =
∂ ∂

r r
rr rr &&

& &
 (4) 

 
donde c pM m m= +  es la masa total del sistema ubicada 
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en el centro de masa. La ecuación de constricción es:  
 
 

( ) 0cV l f vω ω− = , = .
r

 (5) 
 
 
donde:  
 

a
cu T V PF = − + −

r rr r
 (6) 

 
y  
 

a alL F= ×
rr r

 (7) 
 
 
 
La ecuación (4) queda como:  
 
 

( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ 0c j

M v e v e

v e v eu V P vT ω

+

∂ +
− − + − ⋅ ∂ = .

∂

& &

r r & &rr
r

 (8) 

 
 
 
De esta manera si 1j = , y de acuerdo con la figura 4, 
tenemos que:  
 
 

1 c cM M u Tv x= = − .& &&  (9) 
 
 
Para el caso donde 2j =  tenemos:  
 
 

2 cM M V Pyv = = − ,&&&  (10) 
 
 
además, cuando 2j =  y de acuerdo con (5), (8) resulta:  
 

3ˆ( ) 0a eJ L l
ω ′− ⋅ =
r r&  (11) 

 

Sustituyendo a
L
r

 se obtiene:  
 
 

sin( ) sin( ) ( ) cos( )cJ Mgl Vl u T lω φ φ φ+ = + −
r&  (12) 

 
 
El término sin( )Mgl φ  en la ecuación (12) es el torque que 
se opone al movimiento de rotación y se debe a una fuerza 
disipativa que surge durante el movimiento de rotación, este 
torque (denotado como pD ) producido por la fuerza disipativa 

de tipo kφ& , que se puede representar como módulo de la 
forma:  
 
 

sin( ) sin( )pD Mgl cφ φ φ= = &  (13) 

 
 

donde Mglc φ= &  es una constante, ó bien:  

 
 

p pD f φ= &  (14) 

 
 
donde sin( )pf c φ= . De manera que el resultado en 

función de φ  queda de la forma:  
 
 

1 sin( ) ( ) cos( )p cJ f Vl u T lφ φ φ φ+ = + −&& &  (15) 

 
 
En resumen, las ecuaciones que describen la dinámica del 
sistema las obtenemos sustituyendo los valores de cx  y cy  
(obtenidos en base a la figura 4) en las ecuaciones (9) y (10) 
respectivamente, por lo que considerando la ecuación (12) y 
usado invariablemente 2x φ=  tenemos:  
 
 

2

1 22 ( sin )c
du T M x l x
dt

− = −  (16) 

 
2

22 ( cos )dV Mg M l x
dt

− =  (17) 

 
2

2 2
2 22 sin ( ) cosp c

d x dxJ f Vl x u T l x
dt dt

+ = + −  (18) 

 

II-B. Ecuaciones de movimiento (forma de Cauchy) 

 
Para expresar las ecuaciones de movimiento según la forma de 
Cauchy debemos eliminar V  de las ecuaciones (17) y (18), así 
tenemos:  
 

( )

( )

2
2 22

22

2
2 2

2 2

2 2

sin ( )

sin( ) cos( )

sin( ) ( ) cos( )P c

d x J Ml x
dt

dxMl x x
dt

Mgl x D u T l x

+

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + = − .

 (19) 
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Partiendo de la ecuación (16) tenemos:  
 

 
2 2

1 2
22 2

22
2

(cos( ))

(sin( ))( ) c

d x d xM Ml x
dt dt

dxMl x u T
dt

−

+ = −
 (20) 

 
Las ecuaciones de movimiento (19) y (20) pueden ser 
expresadas como una ecuación diferencial matricial no lineal 
de segundo orden, esto es:  
 
 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )M x X C x x X G x x xτ′ + , + = ,&& &  (21) 
 

donde las variables X X, &  y X&&  son vectores definidos 
como:  
 

1 1 1

2 2 2

x x x
X X X

x x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= , = , =& &&  (22) 

 
y los coeficientes 22 2( ) ( )M x C x x′ , , &  y 2( )G x  son 
matrices de la forma:  
 
 
 

2
2 2

2

cos( )
0 sin ( )
M Ml x

M
J Ml x
−⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 (23) 

 
 

2

0
sin( )

G
Mgl x

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (24) 

 
 

2
22

2 2
2 22

0 sin( )

0 sin( ) cos( )

Ml xx
C

Ml x xx

⎡ ⎤
= .⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (25) 

 
 
El par aplicado es un vector de la forma:  
 
 

2( ) cos( )
c

c p

u T
u T l x D

τ
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

−
= .

− −
 (26) 

 
 
La ecuación (11) está formada por los siguientes elementos: 

2( ) n nM x R ×′ ∈  matriz que contiene los parámetros de 
inercia y es llamada matriz de momentos de inercia o 

simplemente matriz de inercia; 22( ) n nC x Rx ×, ∈&  matriz 

que contiene tanto a los términos de fuerzas de Coriolis de la 
forma i jx x& &  como a los términos de fuerzas centrífugas de la 

forma 2
2x&  y se conoce como matriz de Coriolis y fuerza 

centrípeta; 1
2( ) nG x R ×∈  es el vector de pares 

gravitacionales y está formado por los términos asociados al 
peso de la varilla que generan momentos de fuerza en la 

articulación por la acción de la gravedad; y 1nRτ ×∈  
representa al vector de pares y fuerzas externas producidas por 
el motor ubicado en la base móvil del péndulo [6].  

Resolviendo para X&&  en la ecuación (21) tenemos que:  
 
 

1
2 2 2 2( ) ( ( ) ( ) )X M x G x C x x Xτ−′= − − , .&& &  (27) 

 
Puesto que la inversa de la matriz M ′  es distinta de cero y 
está definida, la solución de (27) es:  
 
 

( )2 2
2 2sin cos

0

J Ml x Ml x
X

M
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤+
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&&  (28) 

 
donde β  es un vector definido como:  
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
22

22
22 2 2

22

sin

cos sin cos
sin

c

p

u T Ml x x

u T l x Ml x xx
f Ml xx

β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

− −
=

− −
− +

&

&

&

 (29) 
 
Resolviendo el producto entre las matrices, reduciendo 

términos y separando el vector X&&  en sus componentes, 
obtenemos:  
 

2
4 2

1 2 2
2

2 2 4

( ( sin( ))
sin ( )

cos( )( sin( ) ))

c

p

a u T x x
x J Ml x

l x g x f x

µ

µ

− −
=

+

+ −

&&

 (30) 

 
 

2
2 4 2

2 2 2
2

2 4

( cos( )( sin( ))
sin ( )

sin( ) )(26)

c

p

l x u T x x
x J Ml x

g x x f

µ

µ

− −
=

+

+ −

&&

 (31) 

 
donde 2

c p

J
m ma l += +  y ( )c pm m lµ = + .  
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Estas dos ecuaciones de segundo orden definen conjuntamente 
un sistema de cuarto orden, la ecuación puede reducirse más 
introduciendo los cambios de variables y en términos de las 
nuevas variables podemos escribir las ecuaciones anteriores 
como un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden, 
esto es:  
 
 

1 3x x=  (32) 
 
 
 

2 4x x=  (33) 
 
 
 

2
4 2

3 2 2
2

2 2 4

( ( sin( ))
sin ( )

cos ( sin( ) ))

c

p

a u T x x
x J Ml x

l x x x f

µ

µ

− −
=

+

+ −

&

 (34) 

 
 
 
 

2
2 4 2

4 2 2
2

2 4

( cos( )( sin( ))
sin ( )

sin( ) )

c

p

l x u T x x
x J Ml x

g x x f

µ

µ

− −
=

+

+ −

&

 (35) 

 
 
 
En forma compacta tenemos una expresión de la forma:  
 
 
 

1 2 3 4( )i ix f x x x x u= , , , ,  (36) 
 
 

con 1 4i = , .  
 
 
 

II-C. Puntos de equilibrio del sistema 

 
 
Intuitivamente sabemos que en el sistema B-P tenemos dos 
puntos de equilibrio, uno estable que está en la posición 
colgante, y otro inestable que se encuentra en la posición 
vertical deseada. Así los puntos de equilibrio de la ecuación 
(36) son las raíces de la ecuación:  
 
 

( ) 0if x =  (37) 
 
 

El sistema de ecuaciones (36) lo podemos reescribir como:  
 

3

4

2
4 2 2 2 4

2
2 4 2 2

4 2

1 ( ( sin( )) cos( )( sin( ) ))

1 ( )

1 ( cos( )( sin( )) sin( )

1) cos( )( )

p

c

p c

x

x

a x x l x x x f

x a u T

l x x x g x

x f l x u T

µ µ

µ µ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥∆⎢ ⎥
⎢ ⎥= + −⎢ ⎥∆⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− +⎢ ⎥
∆⎢ ⎥

⎢ ⎥
− + −⎢ ⎥∆⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

&

                                                                    (38) 
 
 

donde 2 2
2sin ( )J Ml x∆ = + .  

 
Para el caso cuando 0τ = , es decir, cuando tenemos un 
sistema no controlable cuya función ( )f x  tiene puntos de 

equilibrio ix∗  tales que ( ) 0if x = , tenemos:  
 
 

1 2

0 0
0

y
0 0
0 0

n
x x

π∗ ∗

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (39) 

 

II-D. Linealización del sistema 

El siguiente paso consiste en linealizar el sistema de 
ecuaciones descrito en (38) alrededor del punto de equilibrio 

inestable 1x∗  aplicando el teorema de Taylor para varias 
variables [9], obteniendo como resultado una expresión de la 
forma:  
 

4
( ) ( )

1 1

( ) ( )
eq eq eq eq

s
j x u i j x u i

j
i ii i

f x u y f x u u
y

x u

∗

= =

∂ , | ∂ , |
= +

∂ ∂∑ ∑&

 (40) 

con 1 4j = , , donde los términos:  
 

( )( )
eq eqj x u

i

f x u

x

∂ , |

∂
 (41) 
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forman la j -ésima fila de una matriz (supongamos una matriz 

A ) y el término:  
 
 

( )( )
eq eqj x u

i

f x u

u

∂ , |

∂
 (42) 

 
forman la j -ésima fila de otra matriz B ; de tal manera que la 
linealización resulta en una expresión del tipo:  
 
 
y Ay Bu= +&  (43) 

 
con 1 4( )y …y y=& & &  y 1 4( )y y …y= .  
 
Evaluando las derivadas tenemos:  
 
 

1

2

3

4

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0

0 0

p

p

y

y
y ulflg a

yJ J J

yf lg
JJ J

µ

µ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

&  (44) 

 

III. DESCRIPCIÓN DEL PROTOTIPO 

El sistema es un péndulo invertido con base móvil de la 
empresa feedback que se desplaza sobre un riel, figura 5, 
cuenta con su etapa de potencia y una computadora pentium IV 
a 2 GHz con doble procesador para realizar el control.  
 

 
 

Fig 5. Péndulo invertido sobre base móvil U-339326 de 
Feedback 

 

Los parámetros proporcionados por la empresa Feedback; 
fabricante del péndulo invertido 33936U − ; son los 
siguientes:  
 
 
 

Tabla 1. Parámetros del fabricante 
 

Constante  Unidades Valor   
Constante µ   Kg m⋅   0.022830000 

Constante de gravedad g   
2

m
s

  9.800000000 

Momento de inercia J   2Kg m⋅ 0.013923100 

Fricción del péndulo pf   2m
sKg ⋅  0.000107443 

Constante a  2m   0.010260000 

Constante l   m   0.016790300 

Fricción de Coulomb FC N   2.531650000 

Fricción estática FS   N   2.281330000 
 
 

IV. DISEÑO DE UN CONTROL LINEAL 

 
Para diseñar el controlador lineal optimal se utiliza el esquema 
propuesto en [10], suponiendo que se cuenta con el control 
para el desbalanceo, lo que resta es encontrar un control para 
estabilizar el péndulo en el origen. Sustituyendo los valores de 
la tabla I en la ecuación (45) tenemos:  
 
 
 

1

2
4

3

4

0 0 1 0
(4)0 0 0 1(1)
(5)0 0 27681527 0 1 3291 10 (2)

0 16 48661866 0 0 0079156(3)

y
y

y
y

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥. − . ×
⎢ ⎥. − .⎣ ⎦

&

 
 

 

0(6)
0(7)

0 7560635(8)
1 23699119(9)

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥.
⎢ ⎥.⎣ ⎦

 (45) 
 
 
La estructura de la ley de control que se propone es la 
siguiente:  
 
 

( )u Ky t= − .  (46) 
 
 
La matriz de ganancias K  la podemos construir usando el 
programa Matlab, para lo cual usamos la instrucción: 
K=lqr(A,B,Q,R), ya que conocemos A  y B  y las 
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matrices Q  y R  las elegimos como:  
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0

[1]
0 0 1 0
0 0 0 1

Q y R

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (47) 

 
 
así tenemos: 
  
 

[ 0 999937 3140 2 42799 26838]K = − . . − . .  (48) 
 
 
Por lo tanto la ley de control según la ecuación (46) es:  
 
 

[ 0 999937 3140 2 42799 2683]u y= − − . . − . .  (49) 
 
 
al sustituir la ecuación (45) en la ecuación (46) resulta 

( )y A BK y G′= − =& , donde:  
 
 

 

0 0 1 0
0 0 0 1

0 756 27 9349 1 8357 7 0073
1 2369 29 6705 3 0033 11 4728

G

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ =
⎢ ⎥. − . . − .
⎢ ⎥. − . . − .⎣ ⎦

 (50) 
 
los eigenvalores de G′  son:  
  
 
[ 4 7196 3 5017 0 7078 0 4821

0 7078 0 4821 ]
i

i
− . − . − . + .
− . − .

 (51) 

 
 
estos eigenvalores tienen parte real negativa, de modo que el 
sistema dinámico B-P alrededor del punto de equilibrio 

[0000]T
eqy = , tienen comportamiento asintóticamente 

estable en concordancia con el criterio de Hurwitz [11]. Si 
sustituimos la ley de control (49), en el sistema de ecuaciones 
no lineal original (38) usando el modelo de fricción de acuerdo 
a [12] con coeficientes que aparecen en la tabla I y se grafica 
considerando condiciones iniciales cercanas al punto de 
equilibrio, por ejemplo 1 2 3 4( 0 0 1 0 0)x x x x= , = . , = , =  
podremos visualizar el comportamiento del sistema alrededor 
de dicho punto (figura 6).  
 

Fig 6. Simulación del modelo. 

 

V. CONCLUCIÓN 

Como podemos ver de la figura (1), que la respuesta del 
sistema corresponde a un movimiento deseado y tiende a 
alcanzar el equilibrio en un tiempo razonablemente pequeño. 
Podemos concluir que con el análisis planteado y el control 
propuesto ubicado en la vecindad del punto de equilibrio 
inestable, la respuesta del sistema es satisfactoria.  
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