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Abstract— El objetivo principal de este art́ıculo
es realizar la demostracíon de algunas ecuaciones
matemáticas existentes en la literatura de control que no
cuentan con dicha comprobacíon formal y que se toman
como v́alidas. Dentro de las ecuaciones a demostrar
se encuentra el esquema de control conocido como
Controlador Jacobiano Transpuestoy la propiedad de
antisimetrı́a utilizada en el Moldeo de Enerǵıa. Final-
mente se realiza la validacíon de dichas demostraciones
mediante el ańalisis del Controlador Cartesiano PD.

Palabras Clave: Controlador Cartesiano, Contro-
lador Jacobiano Transpuesto, Moldeo de Energı́a,
Enerǵıa Potencial Artificial.

I. I NTRODUCĆION

En la literatura de control se encuentran numerosas
ecuaciones y propiedades sin comprobación, todas
ellas funcionales y de alguna forma aceptadas por
la comunidad cientı́fica por lo cual actualmente en
el disẽno de controladores tanto en espacio Articular
como Cartesiano se utilizan ecuaciones que se toman
como v́alidas sin cuestionar su procedencia.

El objetivo de este artı́culo es demostrar un esquema
de control conocido comoControlador Jacobiano
Transpuesto, utilizado para eliminar las Singulari-
dades y una propiedad de antisimetrı́a utilizada en
la metodoloǵa deMoldeo de Enerǵıa para proponer
controladores y comprobar su estabilidad.

El art́ıculo esta organizado de la siguiente forma:
en la seccíon 2 se describe la dińamica de un robot
rı́gido en Espacio Cartesiano y sus propiedades, en la
seccíon 3 se realiza la demostración de las ecuaciones
analizadas. La validación de las demostraciones se
utiliza en la seccíon 4 y finalmente las conclusiones
son descritas en la sección 5.

II. M ODELO DINÁMICO DEL ROBOT

Para realizar el control de un robot es necesario deter-
minar su comportamiento dinámico, para lo cual apli-
cando leyes de la fı́sica podemos establecer su modelo
mateḿatico [1]. Para obtener el modelo matemático
debemos considerar la Energı́a Total del sistema
E(q, q̇) y la Dinámica del Robot Manipulador [2].

Un método ampliamente utilizado para obtener el
Modelo Dińamico de un robot manipulador es el
Método de Euler-Lagrange[3], al resolver la ecuación
de Lagrange para un sistema conservativo [1], [4], [5],
[6], [7], ecuacíon que se define como:

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇

]
− ∂L(q, q̇)

∂q
= τ − f(τ, q̇) (1)

dondeq, q̇ ∈ Rn×1 son el vector de desplazamiento y
velocidad articular respectivamente,τ ∈ Rn×1 es un
vector de fuerzas y pares aplicados,f(τ, q̇) ∈ Rn×1

es el vector de fricción y el LagrangianoL(q, q̇) es la
diferencia entre la energı́a cińetica y la potencial [1],
[4], [5], [6], [7],

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q), (2)

obtenemos elModelo Dińamico del Robot Manipula-
dor cuya su representación mateḿatica es la siguiente:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + f(τ, q̇) + τd = τ (3)

donde q, q̇, q̈ ∈ Rn×1 son el vector de posición,
velocidad y aceleración articular del robot, respec-
tivamente,M(q) ∈ Rn×n es la matriz de Inercias,
C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de Coriolis y Fuerza
Centŕıpeta, g(q) ∈ Rn×1 es el par gravitacional,
f(τ, q̇) ∈ Rn×1 es el vector de Fricción, τ ∈ Rn×1

es el par aplicado yτd ∈ Rn×1 representa las
perturbaciones externas [8]. En ausencia de la fricción



y otras perturbaciones, el modelo dinámico para un
robot ŕıgido den grados de libertad es el siguiente [9],
[10], [11], [12], [13]:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ. (4)

Ahora bien, la cineḿatica directa de un robot mani-
pulador usualmente está definida por un conjunto de
ecuaciones no lineales:

x = f(q) (5)

dondex es un vector de coordenadas cartesianas yf
es un mapa de funciones articulares del vectorq. Al
calcular la inversa de la ecuación (5),

q = f−1(x), (6)

se lleva a la velocidad y a la aceleración articular a
la vecindad de una Singularidad. Tı́picamente, me-
diante el uso de Ḿetodos Nuḿericos se mantienen
estas cantidades dentro de los lı́mites permitidos [14],
pero esta no es la solución idónea. Para solucionar
el problema de la Singularidad se utiliza la matriz
Jacobiana Transpuesta, mediante el uso de esta matriz
podemos relacionar la velocidad articular y la veloci-
dad cartesiana de la siguiente forma:

ẋ = J(q)q̇, (7)

cuya representación inversa es:

q̇ = J(q)−1ẋ. (8)

Despúes de realizar derivadas temporales y algunas
operaciones algebraicas podemos relacionar el Espa-
cio Articular con el Espacio Cartesiano, tabla I.

TABLE I

COORDENADASARTICULARES A CARTESIANAS

Coordenadas Articulares Coordenadas Cartesianas
q̇ = J(q)−1ẋ ẋ = J(q)q̇

q̈ = J(q)−1ẍ− J(q)−1J̇(q)J(q)−1ẋ ẍ = J(q)q̈ + J̇(q)q̇

Ahora bien, considerando el esquema de control
propuesto por Arimoto [15] en1981 basado en la
Conservacíon de la Enerǵıa,

τ = J(q)TF (9)

dondeτ es el vector del torque aplicado,J(q) es la
Matriz Jacobiana yF es el vector de fuerza aplicada
al efector final, podemos obtener la representación del
Modelo Dińamico en Coordenadas Cartesianas:

M(x)ẍ + C(x, ẋ)ẋ + g(x) = τx, (10)

donde:

M(x) = J−T M(q)J(q)−1 (11)

C(x, ẋ) = J−T [CJ−1 −MJ−1J̇J−1] (12)

g(x) = J−T g(q) (13)

τx = F . (14)

A continuacíon se sẽnalan las caracterı́sticas ḿas
importantes del Modelo Dińamico del Robot
Manipulador en Coordenadas Cartesianas, ecuación
(10), las cuales se toman en cuenta para el diseño de
Controladores.

Propiedad 1: La matriz de inerciasM(x) es una
matriz definida positivaM(x) > 0, y es considerada
una pseudo matriz de inercias. Esta pseudo matriz
est́a acotada [16]:

µ1(x)I ≤ M(x) ≤ µ2(x)I (15)

dondeI es la matriz Identidad,µ1(x) 6= 0 y µ2(x)
es una constante escalar para una revolución de una
articulacíon, generalmente es una función escalar de
x para una articulación prisḿatica [17]. Se dice que
la matriz M(x) = J(q)−T M(q)J(q)−1 es definida
positiva debido a que tiene la estructuraQT AQ donde
Q se sustituye por la matrizJ(q)−1 y A es una matriz
simétrica [18].

Propiedad 2: Se considera que la matriz Anti-
simétrica ẋT [Ṁ(x)− 2Cm(x, ẋ)]ẋ ≡ 0, ya que:

Ṁ(x) = C(x, ẋ) + C(x, ẋ)T . (16)

La matrizC(x, ẋ) es una matriz lineal con respecto a
x y acotada con respecto aẋ desdekc ∈ R+ es decir:

‖C(x, ẋ)‖ ≤ kc(x)‖ẋ‖. (17)

dondekc(x) es un escalar constante para una revolu-
ción de una articulación, generalmente es una función
escalar dex para una articulación prisḿatica [17].

Propiedad 3: El par gravitacionalg(x) ∈ Rn×1

se obtiene mediante el Gradiente de la Energı́a Poten-
cial U(x) del robot [16],

g(x) =
∂U(x)

∂x
(18)

dondeU(x) es la Enerǵıa Potencial expresada en el
espacio operacional y se supone acotada desde aba-
jo [16], es decir, se encuentra acotada de la siguiente
forma: ∥∥∥∥

∂g(x)
∂x

∥∥∥∥ ≤ kg (19)

dondekx es un escalar constante.



III. D EMOSTRACIONES

En esta sección se presenta la demostración
mateḿatica que valida las ecuaciones estudiadas.

III-A. Controlador Jacobiano Transpuesto

A principio del siglo XIX se observ́o que la en-
erǵıa tiene distintas formas, como la energı́a cińetica
K(q, q̇), la enerǵıa potencialU(q) o la enerǵıa t́ermi-
ca, y que pueden convertirse de una forma a otra;
como consecuencia se formuló la ley de conservación
de la enerǵıa. Esta ley, afirma que la suma de la
enerǵıa cińetica, la potencial y la energı́a t́ermica en
un sistema cerrado permanece constante.

Demostracíon: Al resolver por partes la ecuación
de Euler-Lagrange para un sistema conservativo sin
considerar la friccíon, podemos observar que al rea-
lizar la operacíon:

[
∂L(q, q̇)

∂q̇

]
=

∂K(q, q̇)
∂q̇

− ∂U(q)
∂q̇

= M(q)q̇ = ρ,

(20)

obtenemos la representación del momentoρ. Si des-
pejamosq̇ de la ecuacíon anterior obtenemos:

q̇ = M(q)−1ρ (21)

ecuacíon que representa la velocidad articular del
sistema. Al transponer la ecuación (20) y la ecuación
(21) podemos elaborar la siguiente tabla:

TABLE II

VELOCIDAD ARTICULAR Y MOMENTO

Ecuacíon Transpuesta

q̇ = M(q)−1ρ q̇T = ρT M(q)−1

ρ = M(q)q̇ ρT = q̇T M(q)

Asimismo, al considerar el HamiltonianoH(q, ρ) y
realizar la derivada parcial con respecto al momento
ρ tenemos:

[
∂H(q, ρ)

∂ρ

]
=

∂K(q, q̇)
∂ρ

+
∂U(q)

∂ρ
= M(q)−1ρ = q̇,

(22)

mismo resultado obtenido al desarrollar la derivada
parcial del LagrangianoL(q, q̇) con respecto a la
aceleracíon articular q̇, ecuacíon (20), raźon por la
cual podemos considerar la siguiente relación del
valor de la enerǵıa cińetica:

K(q, q̇) =
q̇T M(q)q̇

2
=

ρT M(q)−1ρ

2
. (23)

Al derivar la ecuacíon (20),

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇

]
= ρ̇, (24)

podemos representar la ecuación de Euler-Lagrange
de la siguiente manera:

ρ̇− ∂L(q, q̇)
∂q

= τ. (25)

El segundo t́ermino de la ecuación (25) podemos
representarlo de varias formas:

∂L(q, q̇)
∂q

= −U(q)
∂q

= −∂H(q, ρ)
∂q

= ρ̇, (26)

modificando la estructura de la ecuación (25) como
se muestra a continuación:

ρ̇ +
∂H(q, ρ)

∂q
= τ (27)

donde el Hamiltoniano representa laEnerǵıa del
Sistema[19], [20].

Al realizar la derivada del Hamiltoniano con respecto
al tiempot, tenemos:

dH(q, ρ)
dt

=
(

∂H(q, ρ)
∂q

)T

q̇ +
(

∂H(q, ρ)
∂ρ

)T

ρ̇.

(28)

Sustituyendo la ecuación (22) en la ecuación (28),

dH(q, ρ)
dt

=
(

∂H(q, ρ)
∂q

)T (
∂H(q, ρ)

∂ρ

)
+

(
∂H(q, ρ)

∂ρ

)T

ρ̇,

(29)

aplicando la propiedadxT y = yT x,

dH(q, ρ)
dt

=
(

∂H(q, ρ)
∂ρ

)T (
∂H(q, ρ)

∂q

)
+

(
∂H(q, ρ)

∂ρ

)T

ρ̇,

(30)

y factorizando la ecuación (30) obtenemos:

dH(q, ρ)
dt

=
(

∂H(q, ρ)
∂ρ

)T [
∂H(q, ρ)

∂q
+ ρ̇

]
. (31)

Como se observa podemos transformar la ecuación
(31) al sustituir las ecuaciones (22) y (27):

dH(q, ρ)
dt

= q̇T τ. (32)

Aplicando la propiedadxT y = yT x en la ecuacíon
(32) obtenemos una expresión que indica un incre-
mento en la Energı́a del Sistema representada por el



Hamiltoniano al mismo nivel que proporciona el Tra-
bajoW realizado por el sistema, lo que se interpreta
comoConservacíon de la Enerǵıa [19]:

W =
dH(q, ρ)

dt
= τT q̇. (33)

Cuando una fuerza se aplica sobre un cuerpo se
produce un trabajoW, el trabajo es el producto entre
la fuerza aplicada sobre un cuerpo y el desplazamiento
del cuerpo en la dirección de esta fuerza. Mientras
se realiza trabajo sobre el cuerpo, se produce una
transferencia de energı́a al mismo, por lo que puede
decirse que el trabajo es energı́a en movimiento. Las
unidades del trabajo son las mismas que las de la
enerǵıa (Joules) por lo cual el trabajo puede ser inter-
pretado en cualquier sistema de referencia, especı́fica-
mente podemos interpretar el trabajo en términos de
coordenadas cartesianas. En el caso multidimensional
el trabajo es el producto punto de un vector fuerza o
torque aplicado y un vector de desplazamiento [20],

W = FT ẋ, (34)

condicíon necesaria para satisfacer el equilibrio
est́atico,

FT ẋ = τT q̇ (35)

dondeF ∈ Rn×1 es el vectorMomento-Fuerzaen
coordenadas cartesianas que actúa en el efector final,
ẋ ∈ Rn×1 es la velocidad del efector final en coor-
denadas cartesianas,τ ∈ Rn×1 es el vector de torque
aplicado en coordenadas articulares yq̇ ∈ Rn×1 es la
velocidad del efector final en coordenadas articulares.

Considerando el trabajo realizado por el sistema para
mantener un equilibrio estático, ecuacíon (35), pode-
mos sustituir la ecuación (7),

FT J(q)q̇ = τT q̇, (36)

y multiplicar por q̇T (q̇q̇T )−1,

FT J(q)(q̇q̇T )(q̇q̇T )−1 = τT (q̇q̇T )(q̇q̇T )−1, (37)

para poder aplicar la propiedadAA−1 = I y modi-
ficar la ecuacíon (37) de la siguiente forma:

FT J(q) = τT . (38)

Finalmente al aplicar la propiedadxT y = yT x
obtenemos la segunda ecuación de transforma-
ción, ecuacíon que podemos interpretar como un
controlador en modo libre que utiliza la trans-
formacíon est́atica para convertir un punto final

(Fuerza/Momento)F en un punto de torque deseado
τ ,

τ = J(q)T F (39)

dondeJ(q) es la matriz Jacobiana del robot yF es la
fuerza que se desea aplicar, la cual se calcula mediante
una funcíon Cartesiana de error como en el control de
impedancias o el control rı́gido. ¤

III-B. Propiedad de Antisimetrı́a

Sea la propiedad:

xT
[
Ṁ(x)− 2C(x, ẋ)

]
x ≡ 0 Matriz Antisimétrica.

(40)

Demostracíon: Partiendo de la definición de la
derivada de la matriz de inercias en función de la
Matriz de Coriolis, tenemos:

Ṁ(x) = C(x, ẋ) + C(x, ẋ)T . (41)

La propiedad descrita en la ecuación (40) es una
propiedad muy utilizada tanto en el espacio Articu-
lar como en el espacio Cartesiano, por lo que su
demostracíon mateḿatica es muy importante.

Sustituyendo la representación de Ṁ(x) en funcíon
de la matriz de CoriolisC(x, ẋ), ecuacíon (41), en la
ecuacíon (40) tenemos:

xT
[
C (x, ẋ) + C (x, ẋ)T − 2C (x, ẋ)

]
x = 0. (42)

Al resolver la operación dentro de los corchetes:

xT
[
C (x, ẋ)T − C (x, ẋ)

]
x = 0, (43)

podemos expander la ecuación de la siguiente forma:

xT C (x, ẋ)T
x− xT C (x, ẋ) x = 0, (44)

representación que podemos manipular utilizando la
propiedad(xyz)T = zT yT xT ,

xT C (x, ẋ)x− xT C (x, ẋ)x = 0
0 ≡ 0

(45)

de esta forma se comprueba la validez de la propiedad
descrita en la ecuación (40). Debe tenerse en cuenta
que esta propiedad es valida tanto en el espacio
articular como en el espacio cartesiano por lo que
su demostración es la misma. ¤



IV. CONTROLADOR CARTESIANO PD

Un controlador Cartesiano PD para una serie de
manipuladores puede escribirse como:

τx = Kpx̃−Kvẋ + g(x) + f(τx, ẋ) (46)

dondex̃ es el error de posición en coordenadas carte-
sianas, es decir señala la diferencia entre la posición
deseadaxd y la posicíon realx, Kp es la ganancia
del control proporcional,Kv es la ganancia del control
derivativo,g(x) es el Par gravitacional yf(τx, ẋ) es
el término de friccíon.

Para realizar un análisis y demostrar estabilidad debe-
mos de obtener primero elModelo de Lazo Cerra-
do, para lo cual debemos de considerar elMode-
lo Dinámico en Coordenadas Cartesianas, ecuacíon
(10), y relacionarlo con el Controlador Cartesiano
propuesto, ecuación (46), y expresar las variables de
estado del sistema considerando el error de posición
x̃ como un estado:

x1 = x̃ = xd − x x2 = ẋ
ẋ1 = −ẋ ẋ2 = ẍ

(47)

Despejando el controlador, ecuación (46), en el Mo-
delo Dińamico tenemos:

M(x)ẍ + C(x, ẋ)ẋ + g(x) + f(τx, ẋ)

= Kpx̃−Kvẋ + g(x) + f(τx, ẋ).
(48)

Acomodando la ecuación,

M(x)ẍ + C(x, ẋ)ẋ + g(x) + f(τx, ẋ)− g(x)

−f(τx, ẋ) = Kpx̃−Kvẋ,
(49)

podemos observar que se eliminan varios términos:

M(x)ẍ + C(x, ẋ)ẋ = Kpx̃−Kvẋ. (50)

Al despejarẍ de la ecuacíon,

ẍ = M(x)−1 [Kpx̃−Kvẋ− C(x, ẋ)ẋ] , (51)

obtenemos elModelo de Lazo Cerrado:

d

dt

[
x̃
ẋ

]
=

[ −ẋ
M(x)−1 [Kpx̃−Kvẋ− C(x, ẋ)ẋ]

]
.

(52)

Ahora proseguimos a analizar la existencia del punto
de equilibrio, para lo cual debemos de considerar
las derivadas del sistema como cero,˙̃x = ẍ = 0,
aśı tenemos:

−ẋ = 0
M(x)−1 [Kpx̃−Kvẋ− C(x, ẋ)ẋ] = 0.

(53)

El punto de equilibrio parȧx es:

ẋ = 0 ⇐⇒ Iẋ = 0
=⇒ ẋ = 0,

(54)

Parax̃ tenemos:

M(x)−1Kpx̃ = 0, (55)

como se advierteM(x) y Kp son matrices constantes
por lo que x̃ = 0, comprobando la existencia del
punto de equilibrio.

El siguiente paso es demostrar estabilidad para lo cual
es necesario proponer una función de Lyapunov que
cumpla con las condiciones definidas en la ecuación
(56).

V (0, 0) = 0 ∀ q̇, q̃ = 0
V (q̇, q̃) > 0 ∀ q̇, q̃ 6= 0 (56)

Para este caso utilizaremos la técnica deMoldeo
de Enerǵıa con la caracterı́stica de que se aplica
en el espacio Cartesiano, por lo cual el Controlador
Cartesiano PD se representa de la forma:

τ = ∇U(kp, x̃)− fv(kv, ẋ) + g(x) + f(τx, ẋ) (57)

donde:

∇U(kp, x̃) = Kpx̃ (58)

fv(kv, ẋ) = Kvẋ. (59)

Ahora bien, se propone la siguiente función de Lya-
punov:

V (ẋ, x̃) =
ẋT M(x)ẋ

2
+

x̃T Kpx̃

2
. (60)

Como se observa la función cumple con las condi-
ciones:

V (0, 0) = 0 ∀ ẋ, x̃ = 0
V (ẋ, x̃) > 0 ∀ ẋ, x̃ 6= 0.

(61)

Al derivar la funcíon de Lyapunov, ecuación (60),

V̇ (ẋ, x̃) = ẋT M(x)ẍ +
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
+ x̃T Kp

˙̃x (62)

y sustituir el valor de las derivadas̈x y ˙̃x tenemos:

V̇ (ẋ, x̃) =
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
− x̃T Kpẋ

+ẋT M(x)
(
M(x)−1 [Kpx̃−Kvẋ− C(x, ẋ)ẋ]

)
.

(63)



realizando la multiplicación se elimina el t́ermino
M(x):

V̇ (ẋ, x̃) =
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
− x̃T Kpẋ

+ẋT [Kpx̃−Kvẋ− C(x, ẋ)ẋ] .

(64)

Al expandir la ecuación,

V̇ (ẋ, x̃) = ẋT Kpx̃− ẋT Kvẋ− ẋT C(x, ẋ)ẋ

+
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
− x̃T Kpẋ,

(65)

y aplicar la propiendad(xyz)T = zT yT xT ,

V̇ (ẋ, x̃) = ẋT Kpx̃− ẋT Kvẋ− ẋT C(x, ẋ)ẋ

+
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
− ẋT Kpx̃,

(66)

eliminamos los t́erminos que contienen aKp:

V̇ (ẋ, x̃) = −ẋT Kvẋ− ẋT C(x, ẋ)ẋ +
ẋT Ṁ(x)ẋ

2
.

(67)
Factorizando la ecuación,

V̇ (ẋ, x̃) = −ẋT Kvẋ +
1
2
ẋT [Ṁ(x)− 2C(x, ẋ)]ẋ,

(68)
y aplicando la propiedaḋM(x)− 2C(x, ẋ), ecuacíon
(40), tenemos:

V̇ (ẋ, x̃) = −ẋT Kvẋ ≤ 0. (69)

Como se observa la derivada de la Función de Lya-
punov es Semidefinida Negativa, demostrando que el
punto de equilibrio es Estable, cumpliendo con la
condicíon:

V̇ (ẋ, x̃) ≤ 0, (70)

obteniendo estabilidad asintótica global con el empleo
del Teorema de LaSalle:

V̇ (ẋ, x̃) < 0. (71)

V. CONCLUSIONES

En este art́aculo se han demostrado dos ecuaciones
importantes utilizadas ampliamente en el diseño y
comprobacíon de estabilidad de controladores tanto
en Espacio Articular como en el Cartesiano.
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Puebla, Ḿexico, 1998, 357-360.
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