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Abstract—El objetivo principal de este articulo es el final del robot desde una posici inicial ¢, hacia
Control de Posi_gbn de Robots Manipuladores mediante una posicdn deseaday,, es decir, encontrar un par
la |mp|_ementac0n de un nuevo controlador en E_$paC|o aplicador tal que el error de posigh ¢ tienda a
Cartesiano. Para plantear el controlador se utilin el . . A
método de Moldeo de Energa y mediante el nétodo cero cua_ndo el tiempobevoluciona hacia infinito. U_n
de Lyapunov se demostd formalmente su estabilidad. aSpeCtO |mp0rtante al razonar acerca de las acciones
Es importante realizar la comparacion del controlador gue intervienen en el movimiento de un robot es
propuesto con uno existente, por tal motivo obtenemos  ¢| Espacio de Trabajq interpretado por el usuario
la representacbn del Controlador PD en Espacio Carte- ¢4 Espacio Cartesiano, esto debido a su sencillez,
siano, este aalisis se realiza en fundn del Indice de . . o
Desemp@o del robot, por lo cual se utiliza la norma por lo que el usuario puede de_termmar intuitivamente
Lo. donde se colocarel actuador final del robot usando

las magnitudest, y y z. Debido a esto, es conve-

Palabras Clave Controlador Cartesiano, Contro- niente trabajar en coordenadas cartesianas ya que al
lador Jacobiano Transpuesto, Moldeo de Efgerg trabajar en este espacio coordenado simplificamos la
Enerda Potencial Artificial, DRILL-BOT,indice de interpretaddn por parte del usuario.

Desempéo.

|. INTRODUCJON Para realizar la transformaci de coordenadas Ar-
ticulares a coordenadas Cartesianas se utilizan trans-
formaciones lineales, es importante observar que las
matrices que se generan de esta transfoionatla-
trices Jacobinas/(q), sean no singulares para poder
ser invertidas,J(q)~!. Debido a la posibilidad de
gue una matriz sea singular e indefina el sistema
se utiliza la matrizJacobiana Transpuestd(q)7,
aportacbn realizada poiS. Arimoto en 198Z%limi-
nando las posibles singularidades, Sangularidad
debe de entenderse como movimientos que no pueden
ser desempg&ados por el robot debido a que no se
puede mover a la posim deseaday; cuando la
matriz Jacobiana no se puede invertir, es decir su
determinante es cero, por lo cual para el desarrollo
de Controladores Cartesianostilizaremos la matriz
Jacobina Transpuestd(q)” [7].

Un robot es un manipulador multifuncional repro-
gramable diseado para manipular materiales, herra-
mientas o dispositivos especializados, a é&mwe
movimientos variables programados para la obten-
cion del buen desemple en una gran variedad de
tareas [1]. Desde un punto de vista industrial, un
robot es una herramienta clave debido a que es
capaz de realizar tareas repetitivas y @tonas de
forma @pida, barata y precisa, tareas en las cuales el
rendimiento de una persona pidisminuir con el
tiempo [2], [3], [4], [5].

Para realizar el control de un robot necesitamos
conocer parcialmente su Modelo @mico y en cierta
medida experiencia para programarlo. Hiodelo
Dinamico es aquel que describe el comportamiento
de un sistema a un éstulo espeffico, ya sea este
un estmulo interno o externo. Esta represenbaci El arficulo esta organizado de la siguiente forma:
maten@tica se obtiene &sicamente aplicando leyes en la secdin 2 se describe la damica de un robot
de la fisica para interpretar la dimica del robot [6]. rigido y sus propiedades, en la sétB se describe
el controlador propuesto realizando elalisis de
En todo sistema de control, el objetivo es mantener estabilidad en &minos de Lyapunov. El sistema

la variable de control dentro de ciertdmites permi- experimental y los resultados se describen en la
tidos por el sistema, generando varias prolagoas seccon 4 y finalmente las conclusiones son descritas
entorno al control del robot, una de ellas e€ehtrol en la secdn 5.

de Posicon, el cual consiste en llevar el efector



[I. MODELODINAMICO DEL ROBOT

Para realizar el control de un robot es necesario deter-

minar su comportamiento camico, para lo cual apli-
cando leyes de lddica podemos establecer su modelo
matendtico [6]. Para obtener el modelo matatico
debemos considerar la En@agTotal del sistema
&(q,q) y la Dinamica del Robot Manipulador [8].

Un método ampliamente utilizado para obtener el
Modelo Diramico de un robot manipulador es el

Método de Euler-Lagrang@], al resolver la ecuabn

de Lagrange para un sistema conservativo [6], [10],
[11], [12], [13], ecuaddn que se define como:

_ 9L(q,9)
dq

_T_f(T7q.)

d [3/3(% d)} )

dt | 04

dondeq, ¢ € R™*! son el vector de desplazamiento y
velocidad articular respectivamentec R™*! es un
vector de fuerzas y pares aplicadg$r,¢) € R™*!

es el vector de fricéin y el Lagrangiand(q, ¢) es la
diferencia entre la enei@ cirética y la potencial [6],
[10], [11], [12], [13],

L(q,q) = K(q,q) —U(q), )

obtenemos eModelo Diramico del Robot Manipula-
dor cuya su representdri matenatica es la siguiente:

M(q)i+C(q,4)g+9(q) + f(r,4) +1a=T7 (3)

donde ¢,¢,§ € R™*! son el vector de posion,
velocidad y aceleraén articular del robot, respec-
tivamente, M (¢) € R"*™ es la matriz de Inercias,
C(g,4) € R"™™ es la matriz de Coriolis y Fuerza
Centiipeta, g(¢g) € R"*! es el par gravitacional,
f(1,q) € R**! es el vector de Fricoh, 7 € R"*! es
el par aplicado yr; € R™*! representa las perturba-
ciones externas [14]. En ausencia de la fdocy otras
perturbaciones, el modelo dimico para un robot
rigido den grados de libertad es el siguiente [15],
[16], [17], [18], [19]:

M(q)i+C(q,4)q + g(q) = . (4)

Ahora bien, la cineratica directa de un robot mani-
pulador usualmente éstdefinida por un conjunto de
ecuaciones no lineales:

z = f(q) 5)
dondez es un vector de coordenadas cartesiands y
es un mapa de funciones articulares del vegtohl
calcular la inversa de la ecuéaai (5),

q=f""(2), (6)

se lleva a la velocidad y a la acele@eiarticular a

la vecindad de una Singularidadipicamente, me-
diante el uso de [Ktodos Nurdricos se mantienen
estas cantidades dentro de lomites permitidos [20],
pero esta no es la sol@ei idbnea. Para solucionar

el problema de la Singularidad se utiliza la matriz
Jacobiana Transpuesta, mediante el uso de esta matriz
podemos relacionar la velocidad articular y la veloci-
dad cartesiana de la siguiente forma:

& = J(q)q; (7
cuya representa@n inversa es:
g=J(g) i (8)

Despwes de realizar derivadas temporales y algunas
operaciones algebraicas podemos relacionar el Espa-
cio Articular con el Espacio Cartesiano, tabla I.

TABLE |
COORDENADASARTICULARES A CARTESIANAS

Coordenadas Cartesianas
&= J(g)q
= J(@i+ J(@d

Coordenadas Articulares
G=J() &
G=J(@'é—J(g9 " (@) (g) "

Ahora bien, considerando el esquema de control
propuesto por Arimoto [21] er981 basado en la
Conservacbn de la Enerda,

T=J()'F 9)

donder es el vector del torque aplicadd(q) es la
Matriz Jacobiana y* es el vector de fuerza aplicada
al efector final, podemos obtener la represebtadiel
Modelo Diramico en Coordenadas Cartesianas

M(2)i + C(z,i)d + g(z) = 74, (10)
donde:

M(z) = J TM(g)J(q)"" (11)

Clz,2) = JTCst—=mstjs (12

g(x) = J Tg(q) (13)

T F. (14)

A continuacon se sBalan las caractiticas nas
importantes del Modelo Damico del Robot
Manipulador en Coordenadas Cartesianas, eénaci
(20), las cuales se toman en cuenta para efdiske
Controladores.

Propiedad 1:La matriz de inerciad/ (x) es una
matriz definida positival/(x) > 0, y es considerada
una pseudo matriz de inercias. Esta pseudo matriz
esh acotada [22]:

p ()] < M(z) < po ()1 (15)



donde! es la matriz Identidady, (z) # 0y pa(x) dondel{(k,, G) es laEnerga Potencial Artificialque
es una constante escalar para una revofude una  depende dé, y est definida por:
articulacbn, generalmente es una fubiiescalar de F@) Tk, £ ()
2 para una articulabn prisnatica [23]. Se dice que Uky, ) = =L (21)
la matriz M(z) = J(q)~TM(q)J(q)~! es definida 2
positiva debido a que tiene la estruct@4AQ donde €l termino f,(k,,¢) es unaFuncion Derivativaque
Q se sustituye por la matriz(q)~' y A es unamatriz ~ depende dé, (funcion de amortiguamiento).
simétrica [24].

Ademas, se debe considerar una fucde Lyapunov

Propiedad 2: Se considera que la matriz Anti- de la forma:

simetricai” [M(z) — 2C,, (z, )]& = 0, ya que: V(i 5) = 3'cT]\/12(:13)a'c U D). (22)
M(z) = C(x,&) + C(x, )" (16)  El méetodo deMoldeo de Ener@ consiste en en-

contrar una fundn U(k,,§) que cumpla con las
La matrizC(z, &) es una matriz lineal con respecto a condiciones de la funéh de Lyapunov:

x y acotada con respectaiadesdek. € R, es decir:
V(0,0)=0 Vi&,z=0

IO, &) < ke(w)l|i]. (17) V@& >0 V&z£0
y al derivar la funddn de Lyapunov, ecuamn (27),
i M(z)d  OU(ky, 3)T

2 9

(23)

dondek.(z) es un escalar constante para una revolu-
cion de una articuladbin, generalmente es una fudi

e~ T ..
escalar der para una articulabn prisnatica [23]. V(#,8) =& M(z)& +

(24)
obtengamos un punto de equilibrio estable, cumplien-

i . i i nx1
Propiedad 3: El par gravitacional(z) € R do con la condi@n:

se obtiene mediante el Gradiente de la ErseRpten-

cial ¢ () del robot [22], V(i &) <0, (25)
(2) = OU () (18) comprobando Estabilidad Asbtica Global con el
g or empleo delTeorema de LaSalle
dondel/(z) es la Enerta Potencial expresada en el N
espacio operacional y se supone acotada desde aba- V(&) <0. (26)

jo [22], es decir, se encuentra acotada de la siguiente|||.s.  controlador Cartesiano PD

forma:
dg(x)
ox

dondek, es un escalar constante.

k 19
’ = 9 7o = JU (KT — Koil] + () + f(7,8)  (27)

dondez es el error de posioh en coordenadas carte-
sianas, es decir Bala la diferencia entre la posici
deseadar, y la posicbn realz, K, es la ganancia
proporcional K, es la ganancia derivativa(x) es el

En esta secdn se presenta la metodolagMoldeo Par gravitacional yf(.,4) es el vector de fricéin.

de Enerda, utilizada para proponer el controlador y La ecuaddbn de lazo cerrado se obtiene combinando
los resultados referentes al&isis de Estabilidad de el modelo didamico del robot, ecuath (4), y el
los controladores estudiados. esquema de control, ecuani (27), obteniendo la
siguiente representdi:

IIl. CONTROLADORESCARTESIANOS

llI-A.  Moldeo de Enera en Espacio Cartesiano

Tipicamente para proponer controladores en espacio 4 [z —i
Articular se utiliza el Metodo de Moldeo de Ener- o L] = [M(x)l [K,pE — Ko — Clz, )]
gia [3], [9], [10], [11], [13], [14], [15], [18], para P 28)

proponer nuestro controlador en espacio cartesiano

nos basaremos en esta metod@od=l primer paso  en esta ecuadh se observa la existencia de un punto
es considerar el Modelo Damico sin friccon y otras  de equilibrioinico. Ahora bien, se propone la siguien-
perturbaciones [9], [10], [13], [14], [15], [16], [18], te funcbn de Lyapunov, en base a la eciéer(22):
[20] y el sigueinte esquema de control:
.. #TM(x)z  iTK,7
To = VU(ky, &) = fo(ky, &) + () + f (70, 2) (20) Vi, 2) = —5—+—— (29




El primer €rmino deV (i, &) es una fundn definida
positiva con respecto & debido a queM(x) es
una matriz definida positiva. El segundarmino es
una funcén definida positiva con respecto al error de
posicbn z porquek,, es una matriz definida positiva.

Al derivar la funcbn de Lyapunov, ecuamn (29),
tenemos:

T M (z)i

Vi, i) = 2T M(z)i + +i"K,z, (30)

y despés de un poco de algebra y utilizando la
propiedad2 podemos escribir la siguiente ecuati

V(t, &) = —iT K& <0, (31)

Como se observa la derivada de la Fanctde Lya-

punov es Semidefinida Negativa, demostrando que el
punto de equilibrio es Estable, obteniendo estabili-

dad asinbtica global con el empleo ddleorema de
LaSalle

V(& &) < 0. (32)
En la regén:
Q:{[i] eR”:V(:E,@):O} (33)
donde [z” j:T]T =0¢€ R
IlI-C. Controlador Cartesiano de Pascal
7o = JT [Kpts — Kus] + g(2) + f(70,2)  (34)

donde & es el error de posioh en coordenadas
cartesianas, es decir feda la diferencia entre la
posicbn deseada, y la posicbn realz, K, es la

ganancia proporcional{, es la ganancia derivativa,
g(z) es el Par gravitacionalf(r,,4) es el vector de

friccion y vz = tanh(z) ¥/1 + tanh® (%), ¢y =

tanh(z) ¥/1 4 tanh®(z). La ecuaddn de lazo ce-
rrado se obtiene combinando el modelo&dtico del
robot, ecuadn (4), y el esquema de control, ecuaci
(34), obteniendo la siguiente represeraci
i l
(35)

i (2] = Lt s e s oty

en esta ecuagn se observa la existencia de un punto
de equilibrio Gnico. Para proponer este controlador
nos basamos en &tiangulo de Pascaly la siguiente
Identidad Trigonorétrica de Funciones Hipebbcas:

cosh?(z) + senh?(z) = 2 cosh?(x) — 1. (36)

Al graficar el comportamiento dentro del radical te-

nemaos:

f(x)
1.4

-
2 4 6

Fig. 1. Comportamiento de logrminos dentro del Radical.
Al multiplicar el radical por la fundn trigonongtrica

hipertblica tanh modificamos el comportamiento del
sistema, obteniendo una fubairadialmente saturada:

f(@)

1,0

0.5

Fig. 2. Comportamiento del Controlador Cartesiano de Pascal.

Resolviendo losé&@rminos dentro del radical obtene-
mos el siguiente triangulo:

—4

(37)
Relacionando el triangulo modificado y la Identidad
trigononétrica para funciones hipésticas (en la figu-
ra 1 podemos observar el comportamiento del sistema
sblo dentro del radical), tenemos:

2cosh? (z) — 1
2cosh? (z) + 1 — 2cosh? (z)
2cosh® (z) — 1 + 3cosh? (x) — 3cosh? (z)
2 cosh® (z) + 1 — 4 cosh? () + 6 cosh* (z) — 4:((305%16 (x)
38



Ahora bien, se propone la siguiente funtide Lya- IV. DESCRIPCON DE SISTEMA EXPERIMENTAL

punov, en base a la ecuani(22): Para realizar la evaluam experimental de los contro-
ladores propuestos se digeun prototipo cartesiano
_ T de tres grados de libertad, el robot cuenta con tres
ln(COSh(f’l)) servomotoresZ450[4500z — in| y encoders HP con
o iTM(x)i In(cosh(22)) una resoludn de1024000p/rev. La figura 3 ilustra
V(t,T) = ———+ i .
2 : el prototipo usado.
In(cosh(Z,))
In(cosh(z1))
In(cosh(Z2
K, ( ! (Z2))
In(cosh(z,))

(39)
Al derivar la funcbn de Lyapunov, ecuamn (39),
tenemos:

) . TM .
V(i,7) = &7 M(x)i + 362&
In(cosh(Z1)) ’
In(cosh(Zz)) tanh & -
+ . Ky | ——| &
: In(cosh(z))
In(cosh(z,,)) Fig. 3. Prototipo Experimental. "DRILL-BOT’

(40)
y despés de un poco de algebra y utilizando la

propiedad2 podemos escribir la siguiente ecuati IV-A. Resultados Experimentales

El objetivo principal de este aculo es proponer un
Controlador en Espacio Cartesiano y compararlo con

tanh(i) 2(’/1 + tanh® (i) uno existente en el mismo espacio. Se seleéciein
) 2{/—2] Controlador PD debido a que es un controlador que
V= —iTK, tanh(i2) /1 +tanh™(d2) | _ 0.  Ccuentacon demostrami formal de estabilidad, siendo
: - este un controlador Asiaticamente Estable en forma
o ' Yo Global. Para concluir que un controlador es mejor que
tanh(&,) §/1 + tanh™ (&,) ) otro se utiliza elindice de Desemim.
Como se observa la derivada de la Féncile Lya- 'V'?'- Indice de Desempie
punov es Semidefinida Negativa, demostrando que elEl Indice de Desemf® se utiliza para medir la

punto de equilibrio es Estable, obteniendo estabili- norma £ del error de posiéin. Un valor pequéo
dad asinbtica global con el empleo ddleorema de  de £? representa un error @8 pequio y por lo tanto

LaSalle indica un mejor desemfe [25].
V(%) <0 42 1
,Z) < 0. - -
—to
to
En la regén: V. CONCLUSIONES
. En este a#iculo se ha descrito un prototipo experi-
0= { {x] eR": V(%) = 0} (43) mental utilizado para evaluar controladores en espacio
x cartesiano. El objetivo principal de este sistema es

proporcionar una herramienta para la evaloacie

controladores analizados digcamente. Mediante el
donde [5;7" x'T]T =0 e R?". arglisis dellndice de Desem;ﬁm pudimos cqrroborar

que el Controlador Cartesiano de Pascal tiene un me-
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