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Resumen 
 
            Este artículo presenta el modelado cinemático 
de posicionamiento de un mecanismo de cinco barras 
usando una rotación variante del álgebra de los 
números complejos. Se analizan dos configuraciones 
asociadas con el mecanismo: 1) la no deformada y 2) 
la deformada. En ambas configuraciones se analizan 
y se formulan los problemas cinemáticos directo e 
inverso. El sistema de ecuaciones e incógnitas para el 
problema directo fue de 6×6, en tanto para el 
problema inverso dicho sistema fue de 8×8. Los 
modelos obtenidos fueron programados en el paquete 
de programación Visual Basic V6. 
 
Palabras clave: Mecanismos, cinemática, álgebra de 
números complejos. 
 
Introducción  
 
             El modelado cinemático de mecanismos ha 
sido estudiado por un gran número de investigadores 
[1,2]. También, para representar los movimientos de 
los mecanismos diversas herramientas matemáticas 
han sido desarrolladas: las coordenadas generalizadas 
[3] la representación exponencial de números 
complejos [2], las matrices homogéneas [4] y los 
Quaterniones [5] son algunas de dichas herramientas. 
 
             En un trabajo reciente  se han parametrizado 
y sistematizado las rotaciones y reflexiones de 
multicuerpos rígidos en el plano [6]. En dicho trabajo 
se demostró que existen dos trasformaciones lineales 
que caracterizan dos rotaciones y dos trasformaciones 
lineales que se identifican con dos reflexiones, todas 
ellas definidas en el espacio vectorial de números 
complejos. 
 
          Una de estas trasformaciones lineales es 
llamada rotación variante. Con la operación variante 

y su trasformación conjugada se caracteriza la 
rotación variante la cual es ortogonal y de 
determinante positivo (+1). Las rotaciones y 
reflexiones sistematizadas en [6] fueron aplicadas en 
[7] para modelar las ecuaciones de posición de un 
robot de dos grados de libertad.  
 
         En este artículo se modela el problema de 
análisis de posicionamiento de un mecanismo de 
cinco barras plano usando la rotación variante. La 
metodología usada en este trabajo es la siguiente: 1) 
Caracterizar el mecanismo. 2) Construir las 
ecuaciones de posición en la configuración de 
referencia usando la rotación variante. 3) Formular 
los problemas cinemáticos directo e inverso en la 
configuración no deformada. 4) Construir las 
ecuaciones de posición en una nueva configuración 
usando la rotación variante. 5) Formular los 
problemas cinemáticos directo e inverso en la nueva 
configuración. 6) Programar y simular las ecuaciones 
generadas en Visual Basic V6. Es importante  
mencionar que, una rotación rígida es llamada 
“deformación rígida” [8] y, por tanto, es posible 
denominar a la configuración de referencia del 
mecanismo configuración no deformada y a la nueva 
posición, la configuración deformada. 

 
         La metodología utilizada en este artículo ha sido 
usada en [9] para modelar el mecanismo de cinco 
barras usando Quaterniones. Finalmente, el 
mecanismo modelado en este artículo fue analizado 
en [10,11] usando coordenadas generalizadas.  
 
 
1  El marco teórico 
 
         Sobre el conjunto ℜ2 se definen dos 
operaciones binarias:  ⊕ : ℜ2 × ℜ2 → ℜ2  y  ⊗ : ℜ2 × 
ℜ2 → ℜ2  mediante los cuales, las parejas (ℜ2, ⊕ ) y 
(ℜ2, ⊗ ) forman dos grupos, uno aditivo y otro 
conmutativo multiplicativo, respectivamente [6]. Se 



demuestra que la terna (ℜ2, ⊕, ⊗ ) es un cuerpo 
conmutativo. Las operaciones ⊕ : ℜ2 × ℜ2 → ℜ2  y  
⊗  : ℜ2 × ℜ2 → ℜ2  se definen de la manera 
siguiente: 
 

i)  (a, b) ⊕ (α, β) = (a +α , b +β)         (1.1) 
ii) (a, b) ⊗  (α, β) = (-aα + bβ, aβ + bα), 

∀ (a, b), (α,β) ∈ ℜ2  
 
        Cabe señalar que la operación⊗  : ℜ2 × ℜ2 → 
ℜ2 es no asociativa y conmutativa. Por otro lado, en 
ℜ2  se define una operación escalar  • : ℜ × ℜ2 → ℜ2 
, un producto interno, esto es, <•, •> : ℜ2 × ℜ2 → ℜ2 
y una norma • : ℜ2 → ℜ y, por tanto, la estructura 
(ℜ2, ⊕, ⊗ , <•, •>, •) es un espacio vectorial 
normado y con producto interno llamado el espacio 
vectorial de los números complejos. Por otro lado, 
sean p = {a,b} ∈ ℜ2, q={α, β} ∈ ℜ2. Entonces 
 

i)         p ⊗  q   = q  ⊗  p , 

ii)        p ⊗  p  =  p  ⊗  p = -{a2 + b2, 0}, 

iii)       p  ⊗  q  ⊕  q  ⊗  p = -2{aα + bβ, 0}  

 

         Aquí, p ∈ ℜ2 definido por p  = {a, -b} ∈ ℜ2 es 

el conjugado de p = {a, b} ∈ ℜ2. Por otro lado, la 
transformación lineal R2 : ℜ2 → ℜ2  definida por:  
 

2

1
R (p,q) p q

p
= • ⊗ ;q ∈ℜ2     fijo                 (1.2) 

 
      es una rotación variante [6]. Además, p, q ∈ ℜ2  
son dos complejos de norma unitaria definidos por: 
 

1)  p = {p0, p1}  ,    p0
2 + p1

2 = 1           (1.3) 
2)  q = {q0, q1}  ,    q0

2 + q1
2 = 1 

 
        Finalmente, las relaciones entre los componentes 
de los complejos p,q ∈ ℜ2 y los componentes de las 
rotaciones son las siguientes: 
 
1)    p = {p0, p1} ;  p0 ∈ ℜ ;   p0 = -Cos θ1              (1.4) 
  p1 ∈ ℜ ;   p1 = -(± Sen θ1 ) 
2)  q = {q0, q1} ;   q0 ∈ ℜ ;   q0 = -Cos θ2 
  q1 ∈ ℜ ;   q1 = -(± Sen θ2 ) 
 
        Aquí, θ1 ,  θ2  ∈ ℜ son los desplazamientos 
angulares. 
 
 
 
 
 

2 Arquitectura del mecanismo de cinco 
barras 
 
        La estructura articulada mostrada en la figura 2.1 
está compuesta por cinco eslabones rígidos los cuales 
serán llamados E1, E2, E3, E4 y T. Dichos eslabones 
están conectados y articulados por juntas del tipo R 
denominadas J1, J2, J3, J4, y J4

/, respectivamente. El 
multicuerpo se encuentra empotrado con la tierra del 
sistema (T) a través de las articulaciones J1 y J4

/, 
según se muestra en 2.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 2.1.  Arquitectura del mecanismo de cinco barras. 

 
        La configuración mostrada en la figura anterior 
es conocida como cadena cinemática cerrada. Sobre 
las juntas J1 y J4

/ se localizan dos actuadores (M1 y 
M2) los cuales producirán el movimiento. Una 
restricción propia del MCB es que sus eslabones se 
consideran rígidos. El punto de interés en este 
artículo es 3 ∈ J3 (ver figura 2.1).   
 
3 Análisis en la configuración no 
deformada 
 
        Suponga que se desea localizar el punto 3 ∈ J3 
desde el origen O mostrado en la figura 3.1. Para ello, 
se definen vectores de posición sobre los eslabones: 
 
1) L2,1 = 2 – 1; L3,2 = 3 – 2                                (3.1) 

2)  L3,4 = 3 – 4 ;   L4,1 = 4 – 1 
 
La configuración no deformada se muestra en la 
figura 3.1 
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Fig. 3.1  Vectores en la configuración no deformada. 
 
         Por otro lado, las coordenadas de los puntos 3 y 
1 medidas desde O pueden ser localizadas a través de 
los siguientes vectores: 
 
r 3,O = 3 – O    ;   r 1,O = 1 – O                              (3.2) 
 
        De acuerdo con la figura 3.1, las coordenadas 
del punto 3 con respecto de O pueden ser 
determinadas con las expresiones siguientes: 
 
1) r 3,O = r 1,O ⊕ L2,1 ⊕ L3,2                                                  (3.3) 

2) r 3,O = r 1,O ⊕ L4,1 ⊕ L3,4 
 
        Sobre cada vector de posición asociado con los 
eslabones E1, E2, E3 y E4 se definen sistemas de 
referencia móviles los cuales serán llamados ej

I, ej
II, 

ej
III , ej

IV ∈ ℜ2. Dichos sistemas se muestran en la 
figura 3.2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 3.2  Vectores en la configuración no deformada. 

 

       Por otro lado, los vectores L2,1, L3,2, L3,4, L4,1 ∈ 
ℜ2 se pueden representar en términos de las bases 
móviles, esto es: 

 
1) L2,1 = l2,1 • e1

I       ;  L3,2 = l3,2 • e1
II                                 (3.4)                                         

2) L 3,4 = l3,4 • e1
III  ; L4,1 = l4,1 • e1

IV 
 

        Aquí, l2,1, l3,2, l3,4, l4,1 ∈ ℜ+ son las dimensiones 
principales de los eslabones. De acuerdo con las 
expresiones (3.4), las ecuaciones (3.3) se escriben de 
la manera siguiente: 
 
1) r 3,O = r 1,O ⊕ l2,1 • e1

I ⊕ l3,2 • e1
II                               (3.5) 

2) r 3,O = r 1,O ⊕ l4,1 • e1
IV ⊕ l3,4 • e1

III
 

 

        Por otro lado, las bases móviles son rotaciones 
de la base inercial asociada con el punto de referencia 
O, y pueden ser expresadas en términos de números 

complejos y por la transformación lineal R2: ℜ2→ℜ2, 
esto es: 
                                                                              (3.6) 
1)  e1

I = R2(p, e1) =
1p e⊗   ;  e1

II = R2 (q, e1) = 
1q e⊗                            

2)  e1
III  =R2 (r, e1) = 

1r e⊗  ;  e1
IV = R2 (s, e1) = 

1s e⊗  

 
       Aquí, p, q, r, s ∈ ℜ2 son complejos de norma 
unitaria asociados con las rotaciones de la base 
inercial sobre las bases locales. Por tanto, las 
expresiones (3.5) se escriben en términos de las 
ecuaciones (3.6) de la manera siguiente: 
                                                                              (3.7) 
1)  r 3,O = r 1,O ⊕ l2,1 •{

1p e⊗ } ⊕ l3,2 • {
1q e⊗ } 

2)  r 3,O = r 1,O ⊕ l4,1 • {
1r e⊗ } ⊕ l3,4 • {

1s e⊗ }  

 
        Los complejos p, q, r, s ∈ ℜ2 son de norma 
unitaria [6]; esto es: 

 

1) p 2 = p0
2 + p1

2 = 1; q 2 = q0
2 + q1

2 = 1         (3.8)                                

2) r 2 = r0
2 + r1

2 = 1; s 2 = s0
2 + s1

2 = 1 

 
       Las relaciones geométricas entre las 
componentes de los complejos y las rotaciones son 
las siguientes: 
 

1) p = {p0, p1}; p 0 ∈ ℜ, p 0 = -Cos θ1 
                (3.9) 

p1 ∈ ℜ, p1 = -(± Sen θ1) 
2) q = {q0, q1}; q0 ∈ ℜ, q0 = -Cos θ2 

q1 ∈ ℜ, q1 = -(± Sen θ2) 
3) r = {r0, r1};   r0 ∈ ℜ, r0 = -Cos θ3 

r1 ∈ ℜ, r1 = -(± Sen θ3) 
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4) s = {s0, s1}; s0 ∈ ℜ, s0 = -Cos θ4 
s1 ∈ ℜ, s1 = -(± Sen θ4) 

 
      Los desplazamientos angulares θ1, θ2, θ3, θ4 ∈ ℜ 
se muestran en la figura 3.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 3.3. Definición de desplazamientos angulares. 
 

 

3.1 Problema directo 

 
Dados, p = {p0, p1}, s = {s0, s1}, con p  = s  = 1, 

l2,1, l3,2, l3,4, l4,1 ∈ ℜ+, r 1,O ∈ ℜ2, encuentre r 3,O ∈ ℜ2 
y r = {q0, q1}, s = {r0, r1} tal que las expresiones (3.7) 
sea satisfechas y 
                             q0

2 + q1
2 = 1 

  r0
2 + r1

2 = 1 
 
3.2 Problema inverso 
 
Dados, r 3,O ∈ ℜ2, r 1,O ∈ ℜ2, l2,1, l3,2, l3,4, l4,1 ∈ ℜ+, 
encuentre p = {p0, p1}, q = {q0, q1}, r = {r 0, r1}, s = 
{s0, s1} tal que las ecuaciones (3.7) sean satisfechas y, 
 
p0

2 + p1
2 = 1; q0

2 + q1
2 = 1 

r0
2 + r1

2 = 1; s0
2 + s1

2 = 1 
 
4 Análisis en la configuración  deformada 

 
       El interés ahora es el de construir las ecuaciones 
de posición para localizar el punto 3 ∈ J3, el cual ha 
sido deformado a través de rotaciones rígidas de los 
eslabones. La configuración deformada del 
mecanismo en estudio se muestra en la figura 4.1. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Fig 4.1. Configuración deformada. 

        
De acuerdo con la figura anterior, las nuevas 
coordenadas del punto 3 ∈ J3 pueden ser 
determinadas a través de las expresiones siguientes: 
 
1) r 3,O

/ = r 1,O
/ ⊕ L2,1

/
⊕ L3,2

/                                 (4.1) 

2) r 3,O
/= r 1,O

/ ⊕ L4,1
/
⊕ L3,4

/ 

 
       Aquí, L2,

/ L3,2
/, L3,4

/, L4,1
/ ∈ ℜ2 son llamados 

vectores deformados, y pueden ser expresados en 
términos de las bases aj

I, aj
II, aj

III , aj
IV ∈ ℜ2 las cuales 

son mostradas en la figura 4.2; esto es:  
 
1) L2,1

/ = l2,1 • a1
I    ;  L3,2

/= l3,2 • a1
II                                   (4.2) 

2) L3,4
/= l3,4 • a1

III;  L4,1
/ = l4,1 • a1

IV 
 
       De acuerdo con las ecuaciones (4.2), las 
expresiones (4.1) pueden ser escritas de la manera 
siguiente: 
 
1) r 3,O

/ = r 1,O
/ ⊕ l2,1 • a1

I ⊕ l3,2 • a1
II                               (4.3) 

2) r 3,O
/ = r 1,O

/ ⊕ l4,1 • a1
IV ⊕ l3,4 • a1

III  

 
Según las figuras 3.2 y 4.2, las bases aj

I, aj
II, aj

III , aj
IV 

son rotaciones rígidas de las bases locales ej
I, ej

II, ej
III , 

ej
IV ∈ ℜ2 y, estas a su vez, son rotaciones de la base 

canónica localizada en el origen de coordenadas. 
Dichas rotaciones pueden ser representadas en 
términos de complejos de norma unitaria; esto es: 
 

     (4.4) 
1)  a1

I = R2 (P, e1
I) = R2 (P, R2 (p, e1)) = 

1P p e⊗ ⊗  

θ2 

θ1 

θ3 

θ4 

Y 

X 

L/ 2,1 

L/ 3,2 

L/ 4,1 

L/ 3,4 

r/ 3,0 

r/ 1,0 

0 

1 

2 

3 

4 
Y 

X 



2)  a1
II = R2 (Q, e1

II) =R2(Q, R2 (q, e1)) = 
1Q q e⊗ ⊗  

3)  a1
III  = R2 (R, e1

III) = R2(R, R2 (r, e1))= 
1R r e⊗ ⊗  

4)  a1
IV = R2(S, e1

IV) = R2(S, R2 (s, e1)) = 
1S s e⊗ ⊗  

         
       Aquí, P, Q, R, S ∈ ℜ2 son números complejos. 
Las expresiones (4.3) se pueden escribir en términos 
de la base canónica, de la manera siguiente: 
 
1) r 3,O

/ = r 1,O’  ⊕ l2,1•{
1P p e⊗ ⊗ } ⊕                  (4.5) 

 l3,2 • {
1Q q e⊗ ⊗ } 

2) r 3,O
/ = r 1,O’  ⊕ l4,1• {

1S s e⊗ ⊗ } ⊕  

l3,4 • {
1R r e⊗ ⊗ } 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 4.2.  Sistemas locales en la configuración 

deformada. 

 
       Las ecuaciones de norma unitaria de los 
complejos P, Q, R, S ∈ ℜ2 son:  
 
1)  P  = P 0

2 + P 1
2 = 1; Q  = Q 0

2 + Q 1
2 = 1   (4.6) 

2)  R  = R 0
2 + R 1

2 = 1; S  = S 0
2 + S 1

2 = 1 

 
        Finalmente, las relaciones geométricas entre los 
complejos P, Q, R, S ∈ ℜ2 de norma unitaria y las 
rotaciones son las siguientes: 
                                                                     (4.7) 
1)  P = {P0, P1}; P0 ∈ ℜ, P0 = - Cos α1 

 P 1 ∈ ℜ, P 1 = -(± Sen α1) 
2) Q = {Q 0, Q 1}; Q 0 ∈ ℜ, Q 0 = -Cos α2 
 Q 1 ∈ ℜ, Q 1 = -(± Sen α2) 
3)  R = {R 0, R 1};  R 0 ∈ ℜ, R 0 = -Cos α3 
 R 1 ∈ ℜ, R 1 = -(± Sen α3) 

4)  S = {S 0, S 1}; S 0 ∈ ℜ, S 0 = -Cos α4 
 S 1 ∈ ℜ, S 1 = -(± Sen α4) 

 
        Los desplazamientos angulares α1, α2, α3, α4∈ ℜ 
se muestran en la figura 4.3. 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.3.  Desplazamientos angulares en la configuración 

deformada. 

 

4.1 Planteamiento del problema directo 

        
        Dados, P = {P0, P1}, S = {S0, S1}, con P  = S  

=  1, p = {p 0, p 1}, q = {q 0, q 1}, r = {r 0, r 1}, s = {s 
0, s1} con p  = q  = r  = s  = 1, l2,1, l3,2, l3,4, l4,1 

∈ ℜ+, r 1,O
/ ∈ ℜ2, encuentre r 3,O

/ ∈ ℜ2 y R = {Q0, 
Q1}, R = {R0, R1} tal que las expresiones (4.5) sea 
satisfechas  y 

R 0
2 + R 1

2 = 1 
                           S 0

2 + S 1
2 = 1 

 
4.2  Planteamiento del problema inverso 

 
       Dados, r 3,O

/ ∈ ℜ2, r 1,O
/ ∈ ℜ2, p = {p0, p1}, q = {q 

0, q1}, r = {r 0, r1}, s = {s0, s1} con p  = q  = r  = 

s   = 1, l2,1, l3,2, l3,4, l4,1 ∈ ℜ+, encuentre P = {P0, 

P1}, Q = {Q0,  Q1}, R = {R0, R1}, S = {S0, S1} tal que 
las ecuaciones (4.5) sean satisfechas y, 
 
P 0

2 + P 1
2 = 1; Q 0

2 + Q 1
2 = 1 

R 0
2 + R 1

2 = 1; S 0
2 + S 1

2 = 1 
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5  Programación y simulación 
 
       Las ecuaciones cinemáticas de posicionamiento 
asociadas con el mecanismo motivo de estudio fueron 
programadas en el Software Visual Basic V6. La 
figura 5.1 muestra la salida gráfica del modelo 
cinemático de posicionamiento asociado con el 
mecanismo. Cabe señalar que la tierra L2 mostrada en 
la figura 5.1 es la junta móvil J4 y, además, la junta J1 
es tierra L1. El mecanismo simulado tiene otra 
configuración deformada la cual  no afecta el análisis. 
 

 
 

 
Fig. 5.1. Salida gráfica del mecanismo. 

 
Conclusiones 
 
        En este artículo se ha modelado la cinemática de 
posicionamiento de un mecanismo de cinco barras 
usando una rotación variante definida en el espacio 
vectorial de números complejos [6]. Los resultados 
derivados de este trabajo se resumen en los puntos 
siguientes: 
 

• El modelado del mecanismo usando la 
rotación variante es una nueva aportación al 
conjunto de las herramientas matemáticas 
usadas para el análisis y modelación de 
multicuerpos rígidos en el plano.  

• El problema de la cinemática inversa tanto 
en la configuración no deformada como en 
la deformada generó un sistema de 8 
ecuaciones con 8 incógnitas. El problema de 
la cinemática directa tanto en la 
configuración no deformada como en la 
deformada generó un sistema de 6 
ecuaciones con 6 incógnitas. 

• El sistema de ecuaciones e incógnitas resultó 
grande. 
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