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y su trasformacién conjugada se caracteriza la
Resumen rotacion variante la cual es ortogonal y de
determinante positivo (+1). Las rotaciones vy
reflexiones sistematizadas en [6] fueron aplicaatas
S[‘7] para modelar las ecuaciones de posiciéon de un
robot de dos grados de libertad.

Este articulo presenta el modeladorncatEo
de posicionamiento de un mecanismo de cinco barra
usando una rotacién variante del algebra de los
nameros complejos. Se analizan dos configuraciones £ ¢ el del | bl q
asociadas con el mecanismo: 1) la no deformada y 2) Jlisi n des € articulo .setmc()j €la €l problema de
la deformada. En ambas configuraciones se analizar‘i"‘_na'S'EJ e p0|S|C|0nam|ecri1 OI € tun_’mecar_nsngo Le
y se formulan los problemas cinematicos directo ecm<t:0d Iarrgs pago usantotabro_ aC|on| Va.“anéei 'a
inverso. El sistema de ecuaciones e incognitaselara metodologia usada €n este lrabajo €s 1a sigul e
. Caracterizar el mecanismo. 2) Construir las

problema directo fue de x6, en tanto para el : S ) L

. . . ecuaciones de posicibn en la configuracion de
problema inverso dicho sistema fue de88 Los

modelos obtenidos fueron proaramados en el paquet referencia usando la rotacién variante. 3) Formular
A prog Paquel§yg problemas cinematicos directo e inverso en la
de programacion Visual Basic V6.

configuracién no deformada. 4) Construir las

ecuaciones de posicién en una nueva configuracion
usando la rotacién variante. 5) Formular los
problemas cineméticos directo e inverso en la nueva
configuracién. 6) Programar y simular las ecuagone
generadas en Visual Basic V6. Es importante
) » ] mencionar que, una rotaciéon rigida es llamada
, El modelado cinematico de mecanismas h «geformacion rigida” [8] y, por tanto, es posible

sido estudiado por un gran numero de investigadoreSjenominar a la configuracion de referencia del

[1,2]. También, para representar los movimientos demecanismo configuracion no deformada y a la nueva
los mecanismos diversas herramientas matematicagosicion, la configuracion deformada.

han sido desarrolladas: las coordenadas generadizad

[3] la representacion exponencial de numeros La metodologia utilizada en este arti¢idsido

complejos [2], las matrices homogéneas [4] y 10S ysada en [9] para modelar el mecanismo de cinco

Quaterniones [5] son algunas de dichas herramientas parras  usando Quaterniones.  Finalmente, el
mecanismo modelado en este articulo fue analizado

~ Enun trabajo reciente se han pamraed  ¢n[10,11] usando coordenadas generalizadas.
y sistematizado las rotaciones y reflexiones de

multicuerpos rigidos en el plano [6]. En dicho &jab
se demostré que existen dos trasformaciones I'u;lealel El marco teérico
gue caracterizan dos rotaciones y dos trasformesion
lineales que se identifican con dos reflexionedaso
ellas definidas en el espacio vectorial de numeros
complejos.

Palabras claveMecanismos, cinematica, algebra de
nameros complejos.

Introduccién

Sobre el conjuntod® se definen dos
operaciones binariagl : 0?x 0% - 0% y O:0%x
02 - 02 mediante los cuales, las parejas, ([0 ) y

. . 2 e
Una de estas trasformaciones lineales edU", [) forman dos grupos, uno aditivo y otro
llamada rotacion variante. Con la operacion vagiant conmutativo multiplicativo, respectivamente [6]. Se



demuestra que la tern&l{ O, 0) es un cuerpo
conmutativoLas operacionesl : 0? x 0% -, 0% y

O : 0% x 0% - 0% se definen de la manera
siguiente:

i) (a b)0 (o, B) = (a+a, b +B) (1.1)
i) (@ b) O (o, B) = (-at + bB, &B + ba),
0 (a, b), (,p) O O?

Cabe sefialar que la operadibn 02 x 0% -
0% es no asociativa y conmutativa. Por otro lado, en

2 Arquitectura del mecanismo de cinco
barras

La estructura articulada mostrada en laréi.1
esta compuesta por cinco eslabones rigidos logssual
seran llamados [EE,, B, E; y T. Dichos eslabones
estan conectados y articulados por juntas del Rpo
denominadas ) b, &k, 4, ¥ 3, respectivamente. El
multicuerpo se encuentra empotrado con la tierta de
sistema (T) a través de las articulacionesy 1/,
segun se muestra en 2.1.

02 se define una operacién escatar(] x 02 — 02

, un producto interno, esto e®, «>: 02 x 0% -, 02

y una normd | : 0% - Oy, por tanto, la estructura
(0% O, O, <», *>, |+]) es un espacio vectorial
normado y con producto interno llamado el espaci
vectorial de los nimeros complejos. Por otro ladg,
sean p = {a,b}d 0% g={a, B O O Entonces

(=)

P,
p = -{& + i, 0},
Aqui, p 0 02 definido porp = {a, -b} 0 0%es

el conjugado de p = {a, by 02 Por otro lado, la
transformacion lineal R 02 — 0 definida por:

Ml! ‘Jl

3 M,

1 — . 2 g
Rz@ﬂFH’ qu ,qDD fIJO (12)

es una rotacién variante [6]. Ademas, 1) @
son dos complejos de norma unitaria definidos por:
pe+pe=1 (1.3)
%’ +q’=1

1) p={m p} ,
2) q={m, &} ,

Finalmente, las relaciones entre los coraptes
de los complejos p,§ 0 y los componentes de las

rotaciones son las siguientes:
1) p={mp}; po00; p=-Cosb;  (1.4)
pO0; p=-@Send;)
2) q = {%1 Oﬂ} ) qO |:| D ; Cb = -COS@Z
qUO0; q=-Send,)
Aqui,0,, 6, O O son los desplazamientos
angulares.

Fig. 2.1. Arquitectura del mecanismo de cinco baas.

La configuracion mostrada en la figura aote
es conocida como cadena cinemética cerrada. Sobre
las juntas Jy J se localizan dos actuadores (M
M,) los cuales produciran el movimiento. Una
restriccién propia del Ws es que sus eslabones se
consideran rigidos. El punto de interés en este
articulo es 31 % (ver figura 2.1).

3 Analisis en
deformada

la configuracibn no

Suponga que se desea localizar el punibJ3
desde el origen O mostrado en la figura 3.1. Réora e
se definen vectores de posicion sobre los eslabones

1) Lau=2-1; 13,=3-2 (3.1)
2) Lsa=3-4; Ly=4-1

La configuracion no deformada se muestra en la
figura 3.1



Fig. 3.1 Vectores en la configuracién no deformada

Por otro lado, las coordenadas de losgasy

Por otro lado, los vectores L3, L3a Laq O
0? se pueden representar en términos de las bases
moviles, esto es:

1) Log=loic @' ;Lsp=l3c " (3.4)

2) Laa=l3ae Q;”I yLag=lane Q;N

Aqui,lza, I3 134 141 O O son las dimensiones
principales de los eslabones. De acuerdo con las
expresiones (3.4), las ecuaciones (3.3) se esctben
la manera siguiente:

1) rso=riopglas €‘1||:||32 i (3.5)
2) rso=rioplase el 0lsa Q

Por otro lado, las bases méviles son rotes
de la base inercial asociada con el punto de mefere

1 medidas desde O pueden ser localizadas a través (b y pueden ser expresadas en términos de numeros

los S|gwentes vectores:

r30=3-0 ; fo=1-0 (3.2
De acuerdo con la figura 3.1, las coordasad
del punto 3 con

determinadas con las expresiones siguientes:

(3.3)

Sobre cada vector de posicidon asociadola®n
eslabones | E,, B3 y E, se definen sistemas de

referencia moviles los cuales seran llamadosg®,
1

&,
figura 3.2.

Fig. 3.2 Vectores en la configuracién no deformada

respecto de O pueden ser

¢" 0 D% Dichos sistemas se muestran en la

complejos y por la transformacion lind%: 0?02,
esto es:

6)
=R (q,8)=

=R (s, @)=

1)i|:R2(pv§):p[lel ’
2) " =Rz(r,g)=rme1 ;e

m‘lﬂ‘@

Aqui, p, q, r, $1 0% son complejos de norma
unitaria asociados con las rotaciones de la base
inercial sobre las bases locales. Por tanto, las
expresiones (3.5) se escriben en términos de las
ecuaciones (3.6) de la manera siguiente:

(3.7

1) Is0=l10[] l21°{ pDel} 0 |3,2'{q[|el}
2) Iso0=li10[] |4,1’{rDel} O l34° {slj q}

Los complejos p, q, r, 8 0% son de norma
unitaria [6]; esto es:

1) |p)?=p’+p?=1g|’=a?+a?=1 (38
) [?=+rn’=1d?=s"+s"=1
Las relaciones geométricas entre las

componentes de los complejos y las rotaciones son
las siguientes:

1) p={po p; P o0 0O, po=-Cosb; (3.9

p: 00, pp = -(* Sendy)
2) g ={do, t}; 4o 0 0, ¢ = -Cosb;,

0. 00, op = -(= Sendy)
3) r={ro,n}; ro00, rp=-Cosb,

r, 00, r = -(x Sendy)



4) s ={s, s} so 00, =-Cosb,
s 00, 5 =-(x Senb,)

Los desplazamientos angulabes6,, 6s, 6, 00 O
se muestran en la figura 3.3.

Fig 4.1. Configuracion deformada.

Fig. 3.3. Definicién de desplazamientos angulares. De acuerdo con la figura anterior, las nuevas
coordenadas del punto3 0O J pueden ser

) determinadas a través de las expresiones siguientes
3.1 Problema directo

1) r30 =rio 0 Ladp Lez (4.1)
Dados, p = {p, pa}, S = {so, S}, con g = ¢ = 1, 2) rs0=r10 0 Ladp Lad
|2’1, |3’2, |3'4, |4,1 O D+, o O |:|2, enCUentre_§Q O |:|2

y r ={do, G}, S = {ro, ry} tal que las expresiones (3.7)
sea satisfechas y

Aqui, L Lsj, Lsd, Lsy O O? son llamados
vectores deformados, y pueden ser expresados en

oﬁ‘* Oa -1 términos de las baseg &', 3", 3" 0 07 las cuales
+n2=1 son mostradas en la figura 4.2; esto es:
3.2 Problema inverso 1) Lod =loiea' ;Lsg=lspe a" (4.2)
, , . 2) Lag=lszse ”l, Lot =laze a"
Dados, 1300 0% r100 0% 24, 32 134 14, 0 O7,
encuentre p = {p p}, = {do, i}, r = {ro, fl_}, s = De acuerdo con las ecuaciones (4.2), las
{So. s} tal que las ecuaciones (3.7) sean satisfechas y.expresiones (4.1) pueden ser escritas de la manera
siguiente:
po +p1 %) "'gﬂ =
re+n?=1, 8 +s°= 1 1)£3‘0/: D|21 alD|32 (4.3)
2) [3,0’2@ Olaxs & glaas al_”'

4 Analisis en la configuracion deformada

El interés ahora es el de construir las cionas ~ Segun las figuras 3.2 'y 4.2, las basksa4, 3", —air

de posicién para localizar el purBd] J, el cual ha  SON rotaciones rigidas de las bases locgleg'eg",
sido deformado a través de rotaciones rigidas sle lo ¢" 0 0%y, estas a su vez, son rotaciones de la base
eslabones. La configuracion deformada del candnica localizada en el origen de coordenadas.
mecanismo en estudio se muestra en la figura 4.1. Dichas rotaciones pueden ser representadas en
términos de complejos de norma unitaria; esto es:

(4.4)
)a=R(Pa&)=R (P R((P&)=pPOpieg



ai;&@gDﬂWJ%mgﬁﬁﬁE@
3) a" =R (R.&)=R(R R (&)= ROr0g
4) 2" =R(S,8") = R(S, R (5, @) =500 ¢

4) S={S,, Si}; Ss,0O0,

s, 00,

Sy =-Cosa,
S1=-( Senay)

Los desplazamientos angulamgs,, a3, 0,0 O
se muestran en la figura 4.3.

Aqui, P, Q, R, $ 02 son nimeros complejos.
Las expresiones (4.3) se pueden escribir en tésmin
de la base canoénica, de la manera siguiente:

Drse=rio glae{POpoel O (4.5)
PN {QD qQd q}

2) Ia,o/ =

o pgle{sgosdel o
|3,4‘{R|]r|] el}

Fig. 4.2. Sistemas locales en la configuracion

deformada.

Las ecuaciones de norma unitaria de los

complejos P, Q, R, § 0% son:

1) |P| =P+ P2=1;|Q| =Qo*+ Qs2=1 (4.6)
2) [R| =Ro+R=1; |9 =S+ S =1

Finalmente, las relaciones geométricaseeclos
complejos P, Q, R, §] 0% de norma unitaria y las
rotaciones son las siguientes:

4.7)

1) P={R.P} POO, P, = - Cosa,
P,.O0O, P, =-(x Senay)

2)Q={Qu0 Q1 Q,00, Qoy=-Cosa,
Q:00, Qi=-(*Senay)

3) R={Ro,R1}y RoOO, Ry=-Cosog
R,0O0, R]_:'(isenag)

Fig. 4.3. Desplazamientos angulares en la confi@gion

deformada.

4.1 Planteamiento del problema directo

Dados, P = {R Py}, S = {So, S}, con "p” = H
Lp={popPta={d0 gl r={rorg s={s
o5} on [ = g =[] =4 =L lawalebs

0 0% ri0 002 encuentre 5o 0 0%y R = {Qq,
Qi}, R = {Rq, Ry} tal que las expresiones (4.5) sea
satisfechas y

ReZ+R2=1
§+S.s°=1

4.2 Planteamiento del problema inverso

Dados, 5o 0 0% ri0 002 p={m p} a={q
o) 1= (1,1, 5= 5o ) con [g] = [g] = ] =

”5” =Ll lsa las lag O 0%, encuentre P = ®
P}, Q= {Qo Q} R ={Ro Ri}, S = {Sy, S} tal que

las ecuaciones (4.5) sean satisfechas y,

Pr+P =1,Q +Q =1
R02+R12:1; SOZ+S]_2:1



5 Programacioén y simulacion [2] Erdman A., Sandor G.Mechanims Design:
Analysis and Synthesis”Prentice Hall Inc, New

Las ecuaciones cineméticas de posicionamient Jersey. (1997).
asociadas con el mecanismo motivo de estudio fuerort3
programadas en el Software Visual Basic V6. La ]
figura 5.1 muestra la salida grafica del modelo
cinematico de posicionamiento asociado con el
mecanismo. Cabe sefialar que la tiegalbstrada en
la figura 5.1 es la junta mévi} §, ademas, la junta J
es tierra L. El mecanismo simulado tiene otra
configuracion deformada la cual no afecta el aisli

Fathi G., Chélet R “A Reduced Model for
Constrained Rigid Bodies with Application to
Parallel Robots” Proceedings of the IFAC in Robot
Control SYROCO'94. pp 57-62, Capri Italy.
September 19-21. (1994).

[4] Angeles J. Spatial Kinematic Chains : Analysis
— Synthesis - Optimizatiospringer”. Verlag , New
york . (1982).

[5] Reyes Avila Luis. Quaternions: Une

Vector fL1 |5_‘1 Eslabon 1(L1] 1000 X ) X

ol B vl Repre_:sentat[on Parametrlque Systemathue_ Des

e g Bhmndl) [0 Rotations Finies. Partie 1: Le Cadre Theorique.
Rapport de Recherche INRIA Rocquencoéiance.
1990).

[6] Reyes, L. Sobre la parametrizacién de las
Rotaciones y Reflexiones de Multicuerpos Rigidos en
el plano”. Estudios Ocasionales Universidad
Anahuac del Sur. ISBN 968-64-02-08-X .(1998).

Fig. 5.1. Salida gréfica del mecanismo. L, . . .,
[7] Jiménez, E et al'Sobre la parametrizacion

de las rotaciones y reflexiones de multicuerpos
rigidos en el plano: Modelaciéon cinematica de

En este articulo se ha modelado la cineméate un robot d_e dos_ gra}dos de libertadmforme
- ) . . interno de investigacion. ISBN 968 - 36 - 9841
posicionamiento de un mecanismo de cinco barras_7 (2002)
usando una rotacién variante definida en el espacio - :
vectorial de niumeros complejos [6]. Los resultados
derivados de este trabajo se resumen en los punto

siguientes:

Conclusiones

8] Gurtin M. Introduction of Continuos
echanics Academic Press. New York. (1981).

[9] Jiménez E:!Simulacién de un proceso de
rotacion variante es una nueva aportacion al manufactura _con obstaculos en la linea de
P produccion”. Tesis de Maestria en Ingenieria.

conjunto de las her,rgmientas matem'éticas Universidad Nacional Auténoma de México,
usadas para ,e! analisis y modelacién de Ciudad Universitaria, México. (1998).
multicuerpos rigidos en el plano.

El problema de la cinematica inversa tanto |14 Fathi G “Modeling and PD Control of Closed —
en la configuracion no deformada como en cpaing Mechanical SystemsProceedings of the 34
la deformada gener6 un sistema de 8 conference on Decisions and Control. pp 540-542,
ecuaciones con 8 incognitas. El problema de o\ Orleans. Lousiana. Dec 13-15 (1995)
la cinemética directa tanto en la ' ' ' '
configuracion no deformada como en 1a 117 Gunawardana R., y Fathi @D Control
deformada genero  un sistema  de 6 ot ‘Closed- Chain Mechanical Systems: An
ecuaciones con 6 incognitas. _ Experimental Study” Proceedings of the Fifth
+ El sistema de ecuaciones e incognitas resulto|pac Symposium on  Robot  Control
grande. SYROCO'97. Vol. 1, pp 79-84, Nantes, France,
September 3-5. (1997).
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Referencias

[1] Stiles J. Advanced Mechanism”Micmillan
Company, New york . (1966).



