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Resumen 
 

En este trabajo se presenta una nueva aplicación 
del álgebra hipercompleja (quaterniones), en 
esquemas de control robusto para mover un robot de 
un grado de libertad (péndulo) de una posición a 
otra. La ley de control, se modela en el espacio 
vectorial de quaterniones; el controlador está 
diseñado de tal manera que el vector de posición es 
asintóticamente estable para todo movimiento del 
robot. Una de las ventajas más sobresalientes 
obtenidas al trabajar en el espacio vectorial de 
quaterniones, se produce en la respuesta libre del 
sistema; en este caso, la ecuación dinámica no lineal 
de robot no necesita linealizarse como sucede en [1], 
[2], [3] y [4]. La simulación de resultados demuestra 
que el controlador propuesto tiene un buen 
desempeño ante la presencia de cambios de 
parámetros del robot y las no linealidades del 
sistema.  
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1. Introducción. 
 

En los trabajos realizados por [5], [6], [7] y 
[8], se demuestra la superioridad del álgebra de 
quaterniones en la modelación cinemática y dinámica 
de cuerpos rígidos de cadena abierta y cadena 
cerrada, con relación a los métodos tradicionales; esta 
superioridad se acentuará aún más si es posible 
aplicarla en la teoría de control moderno de cuerpos 

rígidos (robots), con el propósito de diseñar leyes de 
control más eficaces, capaces de compensar cualquier 
perturbación o variación de parámetros del robot; sin 
tener la necesidad de reducir el modelo dinámico a 
una determinada región de trabajo; como ocurre en 
los sistemas de control tradicionales [1], [2], [3] y [4] 
  

Por lo tanto, en este trabajo se propone una 
nueva estrategia de control robusto, aplicando el 
álgebra hipercompleja en la modelación de la ley de 
control para un robot de un grado de libertad cuyo 
modelo cinemático y dinámico se desarrolla en [7]. 
Además, se realiza una comparación entre el 
desempeño del lazo cerrado del sistema modelado 
con quaterniones y el control robusto tradicional [1] y 
[9].  
 

El control robusto, establece que cualquier 
sistema físico tiene un grado de incertidumbre, 
originado por los valores de parámetros 
desconocidos. En el caso de un sistema tan 
complicado como un robot, esto es particularmente 
cierto, especialmente si el robot conduce cargas 
desconocidas. El control robusto, se basa en el 
conocimiento anticipado de los límites de la 
incertidumbre producida por la inercia y la carga del 
robot, utilizando estos límites, una ley de control 
retroalimentada se sintetiza garantizando la 
estabilidad del robot, a partir de cualquier condición 
inicial y de los estados del sistema. 

 
 

2. Ley de control diseñada con 
quaterniones. 



El control robusto de sistemas tiene por 
objetivo determinar una ley de control uεℜ4, capaz de 
cancelar los efectos de las perturbaciones 
desconocidas; es decir, dada una trayectoria deseada 
qd(t)∈ℜ4 con primeras derivadas continuas, el error 
de seguimiento e→→→→0 cuando t → ∞; para tal 
propósito u debe incluir los siguientes elementos: 

a) un estabilizador  asintótico vε ℜ4    
b) y un compensador robusto ∆vεℜ4  
 

El compensador ∆v, se obtiene a través de una 
función implícita de Lyapunov, por medio de la cual 
un estado retroalimentado se sintetiza, utilizando los 
límites de la incertidumbre η del sistema. 
 

En la figura 1, se muestra la configuración 
del robot  de un grado de libertad, que se desea 
controlar y la ecuación (1) define el comportamiento 
dinámico no lineal del mismo [7]. 
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Figura 1 Configuración de un robot de un 

grado de libertad. 
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3. Modelación de los vectores de 
error con quaterniones. 

 
Sean p y q ∈∈∈∈ ℜ 4 dos quaterniones que definen la 

orientación real y deseada del robot con respecto al 

sistema de referencia local 1
je , obtenidos a través de 

la rotación de la base global alrededor del eje e1={0, 
1, 0, 0}. Entonces el error de posición del robot, 
utilizando el álgebra de quaterniones, se define como: 
la diferencia entre la rotación de la posición real y la 
rotación de la posición deseada de la junta del robot.  
 
e1 = er – ed = Tv [ ρ( p, ej) ] – Tv [ ρ(q, ej) ]  
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la primera derivada del vector de error es: 
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Para todo vector de error e = {e1, e2 }

T ⊂ ℜ4, 
la aceleración angular real y deseada del sistema 
robot se obtienen como: 
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aplicando la transformación <• , •>: ℜ 3 xℜ 3 →ℜ a e, 
ααααr, y  ααααd con la base canónica B=[{1, 0, 0}, {0, 0, 1}] 
obtenemos: 
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las variables de estado para el error de seguimiento se 
definen como: 
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Las derivadas del vector de error son: 
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La ecuación dinámica del sistema no lineal en su 
representación en el espacio estado, que define al 
error de posición y velocidad como un subespacio de 
quaterniones se expresa como: 
•
ε  = A E + B { v + η – ααααd }            (17) 
 
donde E1 y E2 ⊂ℜ 4, representan los vectores de 
posición, A∈ℜ2x2 la matriz de estado y B∈ℜ1x2 el 
vector de entrada. Si los valores característicos de A 
son reales y de signo contrario el sistema es inestable, 
y es necesario introducir una ley de control v capaz de 
estabilizar al sistema de la siguiente manera: 
 
v = – K E  + ∆ v + ααααd =–  k1 E1 – k 2 E2+∆ v + ααααd 
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donde K = { k1 , k2 }∈ℜ1x2, representa la matriz de 
retroalimentación de estado, con elementos positivos 
k1 y k2 que determinan la ganancia de posición y 
velocidad angular del sistema respectivamente. Si se 
sustituye esta ecuación en (17) se produce: 
•
ε  = A E +  B { – K E  + ∆ v + η }           (19) 
 
lo cual resulta en: 

•
ε  = ( A – B K ) E + B { ∆ v + η }         (20) 

 
El término (A–B K ), representa la matriz de 

Hurwitz, haciendoA =(A–BK) y sustituyendo esta 
matriz en (6.20) se tiene: 
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la cual se expresa en  forma matricial. 
 

•
ε = A E + B { ∆ v + η }            (22) 
 
A continuación se diseña el compensador 

robusto ∆v∈ℜ4, encargado de cancelar los efectos de 
la incertidumbre η del sistema. Para tal efecto, se 
define de manera implícita una función β(E, t) que 
satisface las siguientes desigualdades: 
 
  v∆  < β ( E, t )           (23) 

  η  < β ( E, t )           (24) 

 



en donde la incertidumbre η se define por la ecuación 
(2) como: 

η =  )
I

I
( 1−

∧

 v  +
I

mgl

4

∆
( 2

3
2
0 pp − ) 

 
haciendo  

  1−
∧

I

I ≤ γ           (25) 

y 

  )pp(
I

mgl 2
0

2
04

−∆
 ≤ M          (26) 

 
con p0 = Cos [θ /2] y p3 = Sin [θ /2] sustituyendo 
estos valores la ecuación (26), se convierte en: 
 

)pp(
I

mgl 2
0

2
04

−∆
= ][Cos

I

mgl θ
4

∆ ≤M                (27) 

 
producida al simplificar la ecuación con las siguientes 
identidades trigonométricas: 
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y por lo tanto : 
 
 ‖ η ‖ ≤ γ (‖ v‖ + β ) + M : = β       (28) 
 
así  β  se determina por: 
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Para la obtención del compensador ∆ v, se aplica 

el segundo método de Lyapunov; asumiendo que 

A es la matriz de Hurwitz, y seleccionando una 
matriz Q∈ℜ2x2simétrica definida positiva, entonces 
debe existir una matriz P ∈ℜ2x2 hermítica definida 
positiva, tal que  
 

  TA P + P A  + Q = 0          (30) 
 
Realizando las operaciones correspondientes se 
adquiere la expresión final para el compensador de 
lazo externo ∆ v de la siguiente manera: 
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sustituyendo este valor en la ecuación (20), se obtiene 
las expresión (32), que representa a un sistema de 
control asintóticamente estable, es decir, E→→→→ 0 
cuando t → ∞.  

•
ε = A E + B { ∆ v + η }             (32) 
 

En la figura 2, se muestra el diagrama a 
bloques del sistema de control robusto con la ley de 
control modelada en el espacio vectorial ℜ4 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2. Diagrama de bloques para el control robusto   

 de un robot de un grado de libertad. 
 

 
4. Solución de la ecuación de estado 

para un robot de un grado de 
libertad. 
 

4.1 Respuesta Libre. 
 

Para estudiar el desempeño del sistema de 
control robusto propuesto, se realizo una simulación 
no lineal del robot con diferentes condiciones 
iniciales propuestas en [1], para hacer una 
comparación de resultados. 

 
 El análisis de la respuesta libre del robot se 
efectúa con los siguientes valores: l = 1 m,  g = 9. 81 
m / s2 , m = 4Kg  y I = 1 y con dos diferentes 
condiciones iniciales [1]: 
a)  ( 2

3
2
0 pp − )[ 0 ] = 0.5 rad.  x2 [ 0 ] = 0  y  

b) b) ( 2
3

2
0 pp − )[ 0 ] = 0.8 π  rad.  x2 [ 0 ] = 0.  

 
En ambas condiciones, el sistema es inestable 

con un moviento oscilatorio. Las simulaciones 
mostradas en las gráficas 1 y 2 representan la 
respuesta libre del robot simuladas con el software de 
cálculo formal Mathematica 
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Gráfica 1. Respuesta libre de un robot de un grado de 
libertad con ( 2

3
2
0 pp − )[ 0 ] = 0.5 rad. y E2[0] = 0  
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Gráfica 2. Respuesta libre de un robot de un grado de 
libertad  con ( 2

3
2
0 pp − )[ 0 ] = 0.8 π  rad. y E2[0]=0 

 
4.2 Respuesta Forzada. 
 

El análisis de estabilidad del robot de un 
grado de libertad mostrado en la figura 1, con 
condiciones iniciales cero, ante una entrada escalón 
unitario, se presenta en las gráficas 3 y 4; en donde se 
observa que el sistema es asintóticamente estable. 
Para este estudio se considerarón los datos propuestos 
en [9].  

a) El controlador v debe ser críticamente 
amortiguado ( ζ = 1). 

b)  El tiempo de establecimiento del sistema es 
0.4 seg. o menos. 

c) El controlador es de la forma  
v = – 20 E2 – 100 E1 + ∆ v 

d) Los limites de la incertidumbre η son: 5 ≤ I  

≤ 10, 5 ≤ m g l  ≤ 10 mientras que
∧
I = 5 y 

∧
mgl = 5. 
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Gráfica 3. Respuesta forzada del sistema robot de un grado 
de libertad  ante una entrada escalón con E1[0]=0 y 

E2[0]=0. 
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Gráfica 4 Error de velocidad del robot de un grado de 
libertad ante una entrada escalón unitario y un controlador 

robusto. 
 
 

5. Conclusiones. 
 

El potencial del álgebra hipercompleja, se ha 
demostrado por medio de la modelación de la ley de 
control de un robot de un grado de libertad. Un 
controlador robusto ∆ v, se ha establecido aplicando 
quaterniones en la modelación de los vectores de 
error de posición y velocidad. 

 
 Las gráficas 3 y 4 revelan que el sistema de 
control robusto propuesto es eficiente y el robot es 
capaz de seguir  cualquier trayectoria de manera 
asintótica , es decir, qr → qd cundo t →∞. Para el 
análisis de estabilidad del sistema como un sistema 
no lineal se aplicó el segundo método de Lyapunov. 
 

La aplicación del álgebra de quaterniones en 
estrategias de control robusto es un método eficiente 
para resolver diversos problemas de control de 
posición y orientación de robots. 

 
Sería interesante también, aplicar el álgebra 

de quaterniones a otros esquemas de control como 



por ejemplo: el control adaptativo, sliding y optimo y 
a otros robots con mayor número de grados de 
libertad, así como también; hacer un análisis 
comparativo semejante al desarrollado aquí con los 
sistemas de control propuestos en [3], [10] y [11]. 
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