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Resumen rigidos (robots), con el propdsito de disefiar leges
control mas eficaces, capaces de compensar cualquie
En este trabajo se presenta una nueva ap"cacién perturbaCién 0 variacion de parémetros del rOth; S

del éjgebra hipercompleja (quaterniones), en tener la necesidad de reducir el modelo dinamico a

esquemas de control robusto para mover un robot deUna determinada region de trabajo; como ocurre en

un grado de libertad (péndulo) de una posicién a l0s sistemas de control tradicionales [1], [2], y3#]

otra. La ley de control, se modela en el espacio

vectorial de quaterniones; el controlador esta Por lo tanto, en este trabajo se propone una

disefiado de tal manera que el vector de posicién eshueva estrategia de control robusto, aplicando el

asintéticamente estable para todo movimiento del @lgebra hipercompleja en la modelacion de la ley de

robot. Una de las ventajas mas sobresalientescontrol para un robot de un grado de libertad cuyo

obtenidas al trabajar en el espacio vectorial de modelo cinematico y dinamico se desarrolla en [7].

quaterniones, se produce en la respuesta libre delAdemas, se realiza una comparacion entre el

sistema; en este caso, la ecuacion dindmica nalline desempefio del lazo cerrado del sistema modelado

de robot no necesita linealizarse como sucede kn [1 €ON quaterniones y el control robusto tradiciodal

[2], [3] y [4]. La simulacién de resultados demuest

que el controlador propuesto tiene un buen

desempefio ante la presencia de cambios de El control robustoestablece que cualquier
parametros del robot y las no linealidades del Sistema fisico tiene un grado dacertidumbre,
sistema. originado por los valores de parametros

desconocidos. En el caso de un sistema tan

Palabras clavealgebra hipercompleja, quaterniones, complicado como un robot, esto es particularmente

estabilizador, control robusto e incertidumbre. cierto, especialmente si el robot conduce cargas
desconocidas. El control robusto, se basa en el

conocimiento anticipado de los limites de la
1. Introduccién. incertidumbre producida por la inercia y la cargh d
robot, utilizando estos limites, una ley de control
retroalimentada se sintetiza garantizando la
estabilidad del robot, a partir de cualquier coidaic
inicial y de los estados del sistema.

En los trabajos realizados por [5], [6], [7] ¥
[8], se demuestra la superioridad del é&lgebra de
quaterniones en la modelacién cinematica y dinamica
de cuerpos rigidos de cadena abierta y cadena
cerrada, con relacién a los métodos tradicionaists; L
superioridad se acentuard aun mas si es posible 2. Ley de controldisefiada con
aplicarla en la teoria de control moderno de cuerpo quaterniones



El control robusto de sistemas tiene por =

objetivo determinar una ley de conttd/7*, capaz de =y + (l_l) v+ Amgl (p2-p2)

cancelar los efectos de las perturbaciones

desconocidas; es decir, dada una trayectoria desead -

o“(t) J7* con primeras derivadas continuas, el error ( p3 Po— po Ps) = v+ (v p, p) @)
de seguimientoe-0 cuandot - o} para tal

propositou debe incluir los siguientes elementos: dondedmgl=m g I— ngI y 1 se determinan por:

a) un estabilizador asintétioe /7
b) y un compensador robustive/7*

u]

n= (-1 v+ 200

( pé —p3) 4

El compensadorlv, se obtiene a través de una
funcion implicita de Lyapunov, por medio de la cual
un estado retroalimentado se sintetiza, utilizalodo

o . : ; 3. Modelacion de los vectores de
limites de la incertidumbre del sistema.

error con quaterniones

En la figura 1, se muestra la configuracion 4 . )
del robot de un grado de libertad, que se desea . S€amPyq /[ dos quaterniones que definen la

controlar y la ecuacién (1) define el comportamsent orientacion real y deseada del robot con respdcto a
dinamico no lineal del mismo [7]. sistema de referencia Ioca], obtenidos a través de

la rotacion de la base global alrededor delegf€0,

1, 0, 0} Entonces el error de posicién del robot,
utilizando el algebra de quaterniones, se defimeoco
la diferencia entre la rotacion de la posicion reld
rotacion de la posicién deseada de la junta deitrob

e=e—-g=T,[apgl-T[oae)l
={( pé-p3) 2mps, 0H(ag -a3).2p s, 0} (5)

la primera derivada del vector de error es:
&=@-a=T[2 pdp]-T[2qq]

=T, [2{ PPo+ P.ps. 0,0, P.po— I
Figura 1 Configuracién de un robot de un [t ?Opo .p3p3 .p3 o . PoPs /]
grado de libertad. -Tv[2{dyG *+ 9303, 0, 0,05G0—q, 0z } ]

21(papo-Pops)*L/2mgl (pg-p)=u ()  ~2U% O PePomPoPIHO. 0. GeGo o] - (0)

donde I, representa el momento inercial donde .
alrededor del centro de masa,la masa total| la ={a.. 0.0 c e 00-
distancia del eje de la junta al centro de masa/7* A ={ % %} 4={do. 0.0~ @},
el vector de control p2 — p2) y 2(p,Po— P,Ps) la P ={ P, 0,0, p,}, p={po, 0, 0,- p}.
posicion y aceleraciéon angular respectivamente. La .
ley de control se define como: Para todo vector de errer= {e;, &}' [7 /7,
la aceleracion angular real y deseada del sistema
1 o robot se obtienen como:
u=T v+_mgl( pZ-p3) @) . .
o2 o =T pOp]
donde | y- mgl son ve.r,siones aproximadf?ls de =T, [2{ Py Po+ PsPs.0,0,p; Po =Py Ps}]
mgl, al sustituir la ecuacién (2) en (1) se obtiene . .
- - =2[{0,0, ps Po — Py 3} 7
2( p3 Po — po p3) . ..
wq =T[ qu]

_10 1 - 2 2 1 2 2
—TIV"’Emgl( po_p3)_ﬂmg|(po_p3) . . . ..
=T, [2{q0 o+ 0503, 0,0 A:00—0, 03 H



= 2[{0, 0, ;00— G Gs }] ®)
donde
9={9,0,0,a,},  a={,0.0,-gh
P =(Ps,0,0,p.1,  P={p 0, 0 pk

aplicando la transformaciéne , «>: [7°x/7° ~. [J ae,
a. 'y _a; con la base canénié=[{1, 0, 0}, {0, O, 1}]
obtenemos:

Ei=<e,i><g,i>
={(p5f-pP;).2pps,0},{1,0,0}>
—<{(9§-05).29%,0}.{1,0,0}>

=(p§ - p3)—(d5-ai) ©)

E=<a k>—<a k>
:<2{010! p3p0_ p0p3}l{01011}>_
<2{0!01q3q0_q0 q3}1{01011}>:

2[(PsPo = PoPs)—(dso— Uy Ts) ] (10)
a=< c.()r,k>

=<2{0,0, p,Po— PoPs}.{0,0,1}>

=2 [( PsPo — PoPs) ] (11)
ag=< C.()d,k>

:<2{0!0!a3q0_.q.0 Q3} 1{01011}>
=2[(qy G —0o )] (12)

las variables de estado para el error de seguimgmnt
definen como:

Ei=(p§-pi)—(a5—-a3) (13)
E2=2[( p3Po— PoP3)— 3% — o3 )] (14)
Las derivadas del vector de error son:

£, =E;=2[( PsPo—PoP)~(dydo— GoGs)  (15)
;‘2: a — Qg

=V+N-04=V+ 71-2(q50— d,093) (16)

La ecuacion dindmica del sistema no lineal en su
representacion en el espacio estado, que define al
error de posicién y velocidad como un subespacio de
guaterniones se expresa como:
E=AE+B{v+n—-a4} ()]
dondeE; y E, OJ * representarlos vectores de
posicién, A7 la matriz de estado BT el
vector de entrada. Si los valores caracteristieoa d
son reales y de signo contrario el sistema esadhlest
y es necesario introducir una ley de comrohpaz de
estabilizar al sistema de la siguiente manera:

Vv=—KE +A4Av+ay=—k  E; -k, E;+Av + gy

= —kal( p§ = pF) — (a5 —a3)]— 2K[( PsPo—PoPs)
—(030 — 9o%:) ] +4V +ay (18)
dondeK = { k; , k }J7"% representa la matriz de
retroalimentaciéon de estado, con elementos positivo
ki ¥ k» que determinan la ganancia de posicién y

velocidad angular del sistema respectivamenteeSi s
sustituye esta ecuacién en (17) se produce:

& =AE+ B{-KE +4v+np}

(19)
lo cual resulta en:
£ =(A-BK)E+B{4v+n} (20)

El término(A-B K), representa la matriz de

Hurwitz, haciendd =(A-BK) y sustituyendo esta
matriz en (6.20) se tiene:

a]fo 1],

;:2 - _kl kz

{ - (P§-pi)=(0d -af) }r[ }{Avm}
(p3 Po = Py p3)_(q3qo_qoq3) 1

(21)

la cual se expresa en forma matricial.

e= AE+B{Av+n} (22)

A continuacion se disefia el compensador
robustoAvJ/7, encargado de cancelar los efectos de
la incertidumbren del sistema. Para tal efecto, se
define de manera implicita una funci®E, t) que
satisface las siguientes desigualdades:

(23)
(24)

v <B(E.D
ol <B(ED)



en donde la incertidumbrgse define por la ecuacion

(2) como:
O
| Amgl
7= (;-1) v+~ (pz - pz)
| 4]
haciendo
0
F-1sy (25)
y
Amgl
S (pE-pi) <M (26)

conpy = Cos [6/2] y ps = Sin [8 /2] sustituyendo
estos valores la ecuacion (26), se convierte en:

Amgl
4

Amgl
4

M (27)

Cog 6]

(P5—P5)

producida al simplificar la ecuacién con las sigtes
identidades trigonométricas:

p2=Cos’[ 6/2] :M

p2=sit[ o/2]= 1~ 061

y por lo tanto :

JnlsyCv)+B)+M:=8 (28)

asi S se determina por:

M
(29)

_ v
p= i, Iy

Para la obtencién del compensador, se aplica

el segundo método de Lyapunov; asumiendo que
Aes la matriz de Hurwitz, y seleccionando una
matriz QJ7**simétrica definida positiva, entonces

debe existir una matri® 77 hermitica definida

positiva, tal que
ATP+PA+Q=0 (30)
Realizando

lazo externad v de la siguiente manera:

las operaciones correspondientes se
adquiere la expresién final para @mpensador de

=-BEL)DFE

BrPE|Z0
BPE |BrPE]

(31)

=0 si |BrPE=0

sustituyendo este valor en la ecuacion (20), Seribt

las expresion (32), que representa a un sistema de
control asintéticamente estable, es deér O
cuanda - oo

£= AE+B{4v+n} (32)
En la figura 2, se muestra el diagrama a

bloques del sistema de control robusto con la ey d
control modelada en el espacio vectofial.

A

y
\ 4

N (8,8)

Figura 2. Diagrama de bloques para el control robus
de un robot de un grado de libertad.

4. Solucion de la ecuacion de estado
para un robot de un grado de
libertad.

4.1 Respuesta Libre.

Para estudiar el desempefio del sistema de
control robusto propuesto, se realizo una simufacio
no lineal del robot con diferentes condiciones
iniciales propuestas en [1], para hacer una
comparacion de resultados.

El analisis de la respuesta libre del robot se
efectla con los siguientes valores:1 m, g = 9. 81
m/<€,m=4Kg y | =1y condos diferentes
condiciones iniciales [1]:

a) (pz-p2)0]=05rad. %[0]=0y

b) b)(p2-p2)[0]=0.8 wrad. %[0]=0.

En ambas condiciones, el sistema es inestable
con un moviento oscilatorio. Las simulaciones
mostradas en las graficas 1 y 2 representan la
respuesta libre del robot simuladas con el software
calculo formal Mathematic¢a
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Gréfica 1. Respuesta libre de un robot de un gdado Gréfica 3. Respuesta forzada del sistema robohdgado
libertad con( p2 — p2)[0] =0.5rad. y E[0] =0 de libertad ante una <[en]trada escalonEgo)=0 y
E,[0]=0.
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Grafica 2. Respuesta libre de un robot de un gdado Gréfica 4 Error de velocidad del robot de un grdedo

libertad con( p§ — p3)[ 0] =0.8 77 rad. y E2[0]=0 libertad ante una entrada escal6n unitario y uttrotaor
robusto.
4.2 Respuesta Forzada.

El analisis de estabilidad del robot de un 5. Conclusiones.
grado de libertad mostrado en la figura 1, con
condiciones iniciales cero, ante una entrada escal6 El potencial del algebra hipercompleja, se ha

unitario, se presenta en las graficas 3y 4; enlelse  demostrado por medio de la modelacion de la ley de
observa que el sistema es asintoticamente establesontrol de un robot de un grado de libertad. Un
Para este estudio se consideraron los datos ptopues controlador robustal v, se ha establecido aplicando

en [9]. n quaterniones en la modelacion de los vectores de
a) El controlador v debe ser criticamente grror de posicion y velocidad.

amortiguado = 1).

b) El tiempo de establecimiento del sistema es Las gréaficas 3 y 4 revelan que el sistema de
0.4 sego menos. control robusto propuesto es eficiente y el robot e
c) Elcontrolador es de la forma capaz de seguir cualquier trayectoria de manera
=-205-1005+4v asintética , es decig. — g4 cundot —co. Para el
d) Los limites de la incertidumbrg son:5 <| andlisis de estabilidad del sistema como un sistema

<10, 5sm g | <10 mientras qué= 5y no lineal se aplico el segundo método de Lyapunov.
ngI: 5. L L . .

a aplicacion del algebra de quaterniones en
estrategias de control robusto es un método eficien
para resolver diversos problemas de control de
posicion y orientacion de robots.

Seria interesante también, aplicar el algebra
de quaterniones a otros esquemas de control como



por ejemplo: el control adaptativo, sliding y optim [8]
a otros robots con mayor nimero de grados de
libertad, asi como también; hacer un andlisis
comparativo semejante al desarrollado aqui con los
sistemas de control propuestos en [3], [10] y [11].
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