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Resumen

Seintroduce la estructura de un sistema haptico,
sus conceptos fundamentales y |a necesidad de contar
con modelos geométricos dindmicos (deformables).
Se presenta el método de diferencias finitas para
resolver la ecuacion de movimiento (ley de Hooke)
propuesto por Debunne et al. También $ presenta un
modelo continuo que parte de la energia elastica
propuesto por Delinguette et al y, ademas, el modelo
masa resorte con una solucion por e método
propuesto por Desbrunne et al. Se introduce d
método exacto de deteccion de colisiones de Moore
Wilhelms. Finalmente, se discuten los resultados de
simulacion obtenidos con el método de Debunne
aplicado a un cuadrado unitario usando un sistema
desarrollado especificamente para este proyecto y s
comentan sus caracteristicas y sus posibilidades de
utilizacion en el simulador realista

Palabras clave; Mundos virtuales, Respuesta haptica,
M odelos fisicos, M étodos numéricos, Simulacion.

1. Introduccién

La Simulacién por Computadora de sistemas
dindmicos es una de las herramientas més poderosas
de ayuda a disefio y andlisis de esta clase de
sistemas. En sus fases iniciales, |os resultados de la
simulacion por computadora se presentaban como
listados con la evolucion temporal de las variables de
interés. La representacion grafica de estos resultados
constituyé un gran progreso. Las Ciencias de la
Computacion ofrecen ahora una variedad amplia de
métodos de despliegue de resultados dirigidos
précticamente a todos nuestros sentidos, incluyendo
sofisticados mundos virtual es interactivos.

Sin embargo, esto no es suficiente para simular
aplicaciones en Robdtica caracterizadas por una
compleja interaccion robot-entorno, en donde se
requiere, ademés, de una retroalimentacion téctil
importante. Aplicaciones de Robética Médica, la
teleoperacion 'y las aplicaciones didécticas para
entrenamiento de operadores son algunos eemplos
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donde se requiere la respuesta haptica del sistema de
simulacién computarizada.

Incluir la retroalimentacion tactil o hapticaen los
mundos virtuales permite tener una verdadera
sensacion de inmersion, pues el sentido del tacto
proporciona informacion  indispensable  para
interaccionar con el entorno, ya que involucra
propiedades fisicas importantes (inercia, friccion,
compliancia, rugosidad y temperatura).

El término haptico evocan el sentido del tacto (o
cosas relacionadas con él) que incluye dos categorias:
sentido kinestésico, basado en la retroalimentacion de
fuerza, mediante el cua sentimos el movimiento y las
fuerzas en nuestros musculos y articulaciones
generadas por el peso de los objetos cogidos, por su
inercia o su compliancia mecanica asi como por las
restricciones de movimiento a que esta sometido. Por
otro lado, el sentido del tacto permite sentir la
rugosidad (text uras) y bordes (formas) de los objetos
asi como su temperatura[13].

En un sistema realista de simulacion, ¢ ciclo
héptico consta de un usuario que, a través de un
dispositivo mecanico, interactGia bidireccionalmente
con un objeto virtual cuya representacion gréfica se
despliega en pantalla. La forma del objeto virtual esta
dada por un modelo geométrico (actualizado a 60 H2)
mientras que su comportamiento tactil y de
movimiento o rige un modelo dinamico que se
actualizaa 1000 Hz para lograr €l realismo buscado.

Retroahmentacmn

%‘

Retroalimentacion

Tactil

Figura 1. Diagrama de un ciclo haptico.



Asi, dentro del ciclo héptico lo primero que hace
el modelo fisico es detectar el momento en el que los
objetos entran en contacto, para evitar que los objetos
virtuales intenten ocupar simultaneamente un mismo
lugar. Luego, con base en las leyes de la Fisica, debe
calcular la deformacion en la region de contacto y
generar la posicion y velocidad de cada uno de los
puntos de los objetos virtuales en contacto, variables
necesarias para el despliegue en pantalla de su
movimiento y para el control de la interfaz haptica
gue presenta al usuario las fuerzas de interaccion. La
inclusion en e modelo fisico de los efectos de la
gravedad y la friccion afladen realismo a la
simulacion[12] [4].

El andlisis de colisiones debe generar larespuesta
apropiada tanto para la retroalimentacion visual como
parala haptica. Para el despliegue grafico consiste en
detectar la interaccion entre objetos para dibujar su
deformacion y sus desplazamientos correctamente,
sin superposicion de objetos ni penetracién; mientras
que, para el despliegue haptico, se deben calcular las
fuerzas de reaccion [2]. Ambas respuestas suelen
tratarse de manera independiente aunque debieran
tratarse  simultdneamente, pues una buena
representacion gréfica esta en la base de un buen
calculo de fuerzas[13].

Resumiendo, las principales funciones que
desempefia un ciclo haptico son las siguientes [13]:

Desplegar en pantalla un mundo virtual (MV)
mediante el modelo geométrico correspondiente.
Asociar un modelo dinamico a cada objeto
presente en el MV, incluyendo al usuario.
Detectar la interaccion entre el modelo virtual de
un objeto y el (punto deprueba del) usuario.
Generar los cambios de movimiento y de forma
de los objetospara su despliegue en pantalla.
Calcular lafuerza de contacto resultante asi como
la deformacién del modelo virtual.

Generar la fuerza de retorno que se envia a
dispositivo haptico y

Controlar larespuesta haptica.

2. Modelado Fisico

2.1. Modelo Geométrico

La representacion grafica de objetos para su
despliegue en pantalla requiere de un modelo
geométrico. Estetipo de modelo también es Util en €
disefio asistido por computadora, la manufactura o la
simulacioén de dicho objeto. Los modelos geométricos
pueden estar basados en la frontera del objeto (b-rep),
pueden generarse por geometria constructiva de
volimenes simples, por ocupacion del espacio
(octrees) o por extrusién del circulo generalizado [5].

En este trabajo se €ligié una representacion por
superficies, en donde un volumen queda representado
por una lista de caras, estss se representan por un
conjunto de aristas, las que a su vez se definen por
dos vértices representados, finalmente, por sus
coordenadas 3D. Este modelo permite la generacion
de un mala de poligonos para representar la
superficie del objeto o bien de cubos (0 tetraedros)
para representar e volumen, sin cambios en la
representacion como un listade vértices.

Para realizar su misién, e modelo geométrico
usado para despliegue requiere a cada instante €
valor de la posicion de todos los puntos (vértices del
modelo brep, nodos de la malla 2D o 3D) de los
objetos virtuales, actualizada en permanencia por un
model o dindmico.

2.2. Modelo Dinamico

La dinamica de un sistema se representa por
medio de ecuaciones diferenciales. Asi, e modelo de
las propiedades fisicas de interés delos objetos dentro
del Mv se obtendra mediante el andlisis de elemento
finito o de diferencias finitas. En este trabgjo, las
propiedades relevantes son e movimiento y la
deformabilidad de los objetos virtuales. B interés es
modelar un objeto 3D virtual, de geometria simple,
deformable bajo la accién del usuario.

Lateoria de la elasticidad trata sobre la mecanica
de cuerpos soOlidos concebidos como medios
continuos. Bajo la accion de las fuerzas aplicadas
dichos cuerpos exhiben una cierta deformacion
(elastica o pléstica) que cambia su forma y su
volumen. Todas las partes de un cuerpo sin deformar
estan en equilibrio mecanico, €ello significa que la
resultante de las fuerzas que actlian sobre cada
elemento de masa del cuerpo es cero. Cuando ocurre
una deformacion, el arreglo de las moléculas cambia
y €l cuerpo deja de estar en su posicién de equilibrio
original; surgen entonces fuerzas que tienden a
regresar al cuerpo a su posicion de equilibrio
denominadas tensiones internas [19].

La representacién de un cuerpo deformable
virtual puede lograrse calculando la fuerza externa
gue se gjerce sobre el cuerpo, asi como la que gjerce
la porcién deformada sobre los elementos de materia
gue lo rodean mediante un modelo de medio
continuo, o bien aproximando el cuerpo deformable
mediante un conjunto de masas enlazadas por
resortes. En cualquier caso, basta con encontrar una
representacion del modelo fisico en términos de
diferencias finitas y calcular con él la posicion y
velocidad de cada vértice del objeto. En e presente
estudio se han evaluado dos soluciones al modelo
continuo [6] [8] y una para el modelo masa resorte
[9], los cuales se presentan en las secciones siguentes.



Figura 2. @) Fuerzas sobre dV y b) Descomposicion de F

3. Modelo de Cuerpo Continuo
Solucion de Debunne et al por Diferencias Finitas [6]

3.1. Tensor de Restitucién (stress tensor)

Un elemento de volumen de un objeto cualquiera
recibe locamente fuerzas periféricas de todo su
entorno, las cuales se pueden describir evaluando la
fuerza superficial F (denominada de restitucion) que
actla sobre la superficie de un elemento dado. Esta
fuerza tendra una componente normal a la superficie,
analoga a una presion, y otra ortogonal (figura 2). El
tensor de restitucion si A%  define una
transformacion lineal entre las normales y las fuerzas
de restitucion asociadas, esta matriz simétrica
proporciona la fuerza de restitucion aplicada en un
elemento de superficie dado, caracterizado por su
vector normal n, mediante laecuacion:

F=s:n D

A partir de este tensor se deduce la fuerza
resultante por unidad de volumen que actla sobre €l
elemento de meteria como la divergencia de s.
Entonces, si r es la densidad del elemento bajo
consideracion, g la aceleracion de lagravedad y a la
aceleracion del elemento se puede escribir la
ecuacion de movimiento como la siguiente expresion:

ra=Nss +rg 2

Para calcular el tensor de restitucion es necesario
conocer €l estado actual de la deformacion sufrida por
el material y de ahi derivar las fuerzas locales. Paralo
cual se define el tensor de deformacion.

Posicion derestitucion

Figura 3. @) Trandacion y b) Deformacion arbitraria.

3.2. Tensor de deformacion (strain tensor)

La deformacion de un objeto se mide por el
campo de desplazamiento d o el vector diferencia
entre la posicion actual y la de reposo o equilibrio.
Una translacion creara un campo de desplazamiento

constante, mientras que una deformacién crea un
campo arbitrario (figura 3). Por definicion, el
gradiente de un campo vectorial esun tensor:
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Cuya parte antisimétrica esta asociada con la rotacion
de los desplazamientos, mientras que Ia Simétrica,

denominada tensor de deformacion, el A% 3, expresa
la tasa intrinseca de deformacién de primer orden que
actla sobre el elemento de materia y representa una
aproximacion lineal de ladeformacion local:
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3.3. Ley dedeformacion

El modelo del objeto elastico debe definir la
deformacion que sufre por la aplicacion de una fuerza
externa, por lo que se requiere de una expresion que
relacione a tensor de restituciéon con el de
deformacion, tal comolo hace laley de Hooke:

s =2me+| traza(e)l, (5)

en donde kT A®® eslamatriz identidad, | y mson
los coeficientes de Lamé. A partir de esta expresion
es posible calcular la divergencia del tensor s para el
k-ésimo elemento de volumen:

ﬂs ik

(NXS)k_I1 ﬂ

©

y sustituirla en la ecuacion (2), omitiendo, sin pérdida
de generalidad, el término gravitacional para obtener:

ra=mbd+( +mR(K>d) )
conocida como ecuacion de Navier [10], en donde

¢ T°d, e & 1d,
Dd. =4 N(K>d), = T (8
&t Y (N ) Mg_lﬂw ®

Esta formulacion, debida inicialmente a Lamé,
involucra las leyes de deformacion/restitucién en una
ecuacion diferencial parcial que ofrece una
interpretacion alternativa alaley de Hooke. El primer
término de este modelo, ecuacion (7), es la ecuacion
de onda, cuya velocidad de propagacion vde
¢ = (nir )”; mientras que el segundo es la restriccion




de conservacion de volumen que indica que €l
gradiente de la expansion de volumen tendera a
restaurar el volumen inicial. Para diferentes valores
de | y mlaley de Hooke se puede interpretar como
una onda de deformacion con mayor o menor
compresibilidad. La conservacion del volumen del
objeto se puede considerar como buena para valores
del >100m

3.4. Método dediferenciasfinitas

Para representar en pantalla el movimiento de un
objeto virtual y para generar las fuerzas que producen
ese movimiento, se requiere de un modelo discreto
del objeto y de la integracién de las ecuaciones
diferenciales parciales. Por ello se elige aproximar Dd
mediante el método de las diferencias finitas basada
en ladefinicion deladerivada, a saber:

f(x+Dx) - f(X)

f&x) =i
©) = lim = 9
Mientras que, lasegunda derivada sera entonces:
&) =lim f{x+Dx)- f{x)
R (10
f(x+2Dx)- 2f(x+Dx)+ f(X)

5

DX

®
o
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En esta expresion se usa la funcion evaluada en los
puntos equidistantes x, x + Dxy x +2Dx, en los cuaes

vae fi.1, fi y fia respectivamente. Usando esta
notacion, la segunda derivada queda como sigue:

tex) =lim 2 20 T
Dx® 0 Dx (11)
:Iimi%fi-l- fi _ fi B fi+lt:)
>e0Dx &  Dx X g

S los puntcs considerados no son equidistantes,
la segunda derivada puede expresarse en términos de
las diferencias finitas como lo propone Fornberg [11]:

f- 1.0
‘ T (12)
|+1g D |+1 a

Usando esta representacion de la segunda
derivada por diferencias finitas, se obtiene una
aproximacién para la ecuaciéon de onda de i-ésimo
nodo 3D, el cual tienej vecinos, dada por:

2 o dj-di
- x|

f®x) =

(13

Ahora, para obtener la representacion equivalente
para la restriccién de conservacion del volumen se

parte del laplaciano, observando que sus
componentes se pueden escribir como sigue:

@) fd, 1d6 7ad, 14,8 (14
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con lo que la ecuacionde onda queda ast

Dd =N(N>d)- N~ (N d) (15

como funcion del término buscado N(N>d), que es
una medida de la expansién de volumen causada solo
por las componentes normales de la deformacion. Las
componentes radial y rotacional del vector Dd se
obtienen valiéndose de la descomposicion de un
vector v a lo largo de un vector unitario u y otro
vector normal au (figura4) mediante

=(u)u-u” (u”v) (16)

Aplicando esta propiedad aDd con el vector unitario
u=(%- X)) /+¢xi- ¥*¢ se obtiene una aproximacion
para la restriccién de conservacion del volumen del
i-ésimo nodo 3D, el cua tienej vecinos, dada por:

2 [(oli - d)xulu
ol

N(N>d), = (17)
a

Con las ecuaciones (13) y (17) ya se puede
calcular la fuerza por unidad de volumen, dada por la
ecuacion (7), que genera el campo vectorial de
deformacion d. Pero, para actualizar las posiciones de
todos los nodos en el MV, se necesita integrar dos
veces estafuerza

/ (u,v)u

u v

Vv

Figura 4. Descomposicion del vector v.

4. Modelo de Cuerpo Continuo
Solucién de Ddingette et al por Integracion Explicita[8]

Elasticidad Lineal

El comportamiento elastico del modelo puede
considerarse lineal s los desplazamientos son
pequefios; esta aproximacion pierde validez conforme
los desplazamientos son mayores al 10% del tamafio
de unaceldadelamalla. El modelo lineal es atractivo
porque permite calcular cualquier deformacion de la

malla a partir del conocimiento de un conjunto finito
de deformaciones elementales [ 8].

Lo primero es definir el modelo volumétrico de
referencia Mg correspondiente a la posicién de
reposo. Bgjo restricciones externas, € modelo Mo se
deforma. La deformacion del modelo, a partir de su
posicion de referencia se representa usando unvector



de desplazamiento denotado d(x,y, z) para €l punto
(x,y,2)1 Mg escribiendo:

My =M, +d(xy,2) (18)

El vector de desplazamiento d(X,y, z2) no caracteriza
la deformacién del modelo, puescuando €l modelo M
sufre unatranslacion t, el vector de desplazamiento es
esa translacion: d(x,y,z)=t, pero e modelo no
presenta deformacién alguna. Una medida de la
magnitud de la deformacién de un materia
linealmente elastico My €s la energia elastica W,
definida, segin laley de Hooke, como:

A :IE(trazae)2 + mtrazae’ (19

donde la matriz simétrica el A®® es d tensor de
deformacion mientras que | y mson los coeficientes
de Lamé que caracterizan la dureza del material.
Tomando la expresiéon de e dada por la ecuacion (4),
la ecuaci6n resultante parala energl'a elastica sera:

W—— a_ 33% LY &d, T, ¢
_1ﬂx .1g‘ﬂx ﬂx ﬂxiz

en donde Qsignificait j,conil [Ly T [23].
Para su representacion gréfica, Delingette et al
construyen €l objeto usando una malla de tetraedros,
en donde es posible calcular la fuerzaF; en el i—ésimo
nodo derivando la energia elastica con respecto a la
posicién del nodo x;:
_Iw

€ =.

- é 1-[We(TJ)
X X, UITOR '8

donde L(i) representa a conjunto de tetraedros
adyacentes al vértice x. Dado que la energia elastica
es proporciond a cuadrado del vector de
desplazamiento, las fuerzas son funciones lineales de
los vectores de desplazamiento para cada nodo. Por
tanto, minimizar la energia elastica de un objeto 3D
requiere resolver el sistemalineal delaforma:

Kd=F_ (20)

donde K es la matriz de rigidez del sistema que
representalatopologiay ladurezadel objeto discreto,
d representa €l desplazamiento de todos |os nodosy
Fext combina las fuerzas externas y las condiciones de
frontera. Dentro del tetraedro T, la fuerza Fyy
aplicada sobre el vérticexr() es:

3
=10 zf}o[Kﬁ]dn(k) (2D
Donde, dados los cuatro vértices del tetraedro Ti:

XTi(o) XTi(1) XTi(2) Y Xmiz) 10S seis tensores Kij“] e
calculan mediante:

[Kﬂ]: l iMkMJT +mMijT +m(Mij)[|33]
" 36V(T)

M, (T ) =x(T) x3(T )+ x3(T) x3(T)+x3(T) x2(T)

Para un vértice dado x; la fuerza eléstica F es
entonces, la suma de todas las contribuciones Fr(j) de
todos los tetraedros adyacentes T;, de donde la fuerza
€l &stica se expresa como:

F=[K,]d + aLK d, (22

donde [Kji] eslasumade los tensores[K,,T‘] asociados
a los tetraedros adyacentes al vértice x, [Kij] es la
suma de los tensores K; l] asociados a tetraedro
adyacente a la arista (i,j)) y N(x) es la lista de x;
vecinos. Una vez calculada la fuerza F;, se resuelve
para cada vértice x; la ecuacion de movimiento dada
por laley de Newton:

d3x. ax,
m L= +F 2
e g (23

mediante un esguema de integracion explicito:

& - 9%+ pr)=F +
eDt® Dtg

2m &M g, 0
|P - - \:P -
o) G et o)

ecuacion que permite actualizar la posicion de cada
nodo del modelo.

5. Modelo Masa-resorte
Solucion de Desbrunneet al por integracion implicita[9]
Sea un modelo unidimensional en e que cada

nodo i de masa my posicion x;, esta unido a sus
vecinos mediante resortes de constantek (figura 5).

iy e i e T R B S

Figura 5. Modelo masaresorte unidimensional.

Para simular dicho sistema y representarlo
graficamente se puede utilizar el esguema de
integracion explicito de Eulerdefinido como :

Yo=Y, + DUE(Y) (29

La ecuacion de movimiento lineal de una
particula o del centro de masa de un cuerpo rigido es:

dv=— dt (25

Si, en vez de usar diferencides se usan
incrementos discretos de tiempo se obtiene una forma
aproximada para calcular la velocidad instantanea



Basdndose en la ecuacion (24), al inicio de la
simulacion, tg, la condicion inicial vy de la particula
define de manera Unica su velocidad en cada instante

v,(n+1)=v, (n)+#Dt (26)

De manera semejante, puesto que la velocidad es la
derivada de la posicion respecto a tiempo, a tomar
incrementos finitos de tiempo se obtiene la siguiente
aproximacion, cuyacondicion inicial esx(0) [J:

X, (n+1):xi (n)+Dt v, (n+1) (27)

Otro esquema, denominado integracion implicita

de Euler, ha demostrado adaptarse mejor a problema

antes enunciado. En lugar de suponer, como lo hace

el método anterior, que la derivada es una funcion de

las condiciones iniciales, dY/dt = f(Yy), supdngase que

es un promedio ponderado de f(Yy), la derivada &

principio del intrvalo, y f(Yupt) su vaor a fina del
intervalo, entonces [ 14]:

Yoo =Y D[ D) F)+ f(Y)] @

donde | 1 [0, 1] es una constante; cuando | =0 se
tiene la expresion de la ecuacion (24). Cualquier
actualizacion en la que aparezca el término f(Y1pt) s
conoce como formula de actualizacion implicita
Ahora, cuando | =1 se tiene la formula de
actualizacion implicita hacia atras de Euler. Si el
estado actual se denota f(Y;) = f(Yg) y el estado final
del intervalo se denota f(Yi.pr) = f(Y), se tiene que la

ecuacion (28) quedacomo :
L(f(v)- £ 9

Y=Y, +Dt[f(Y)+
sustituyendo la aproximacion en serie de Taylor de
primer orden de la derivada arededor del estado
actual Yo, dadapor:

UVIERIVALIVERA N W (30)
en laecuacion () setiene:

él qe U
f(y,)= DYSDtI | NszYOH (31)
Dados sus valores iniciales, se quiere calcular la
posicién y lavelocidad de cada nodo al instante tp+Dx.
De acuerdo con el método implicito hacia atras de
Euler setieneque[1]:
Dx = Dt(v, + Dv)
32
Dv:%f(x0+Dx,v0+D/) (32)

Puesto que el sistema de ecuaciones anterior es no
lineal, se aplica la expansion en serie de Taylor a fy

se hace la siguiente aproximacién de primer orden:

f(x, +Dx, v, +Dv) = f, +¥—fDx+1q—va 3
en donde las derivadas parciales se evallan con las
condiciones iniciales (Xp,Vp). Sustituyendo esta
expresion en el sistema de ecuaciones(32) resulta:

Dx = Dt(v, + Dv)
ov=2& + M 1,0 )
me X W o

Escribiendo la segunda ecuacién de este sistema en
términos de Dv se obtiene:

D I o,
_m?oJrﬂx (V +Dv)+'ﬂv . 3

[
y reagrupando:
f f f 0
?-Dt ! Dt‘ﬂgD/_Eaef +Dt‘”—vog(%
mIx mivg m x @

entonces, € intervalo hacia atrés de Euler consiste en
evaluar fo, T/9x y Tf/ v, resolver el sistemaparaDv 'y,
finalmente, actualizar los valores dex y v.

6. Calculo de Colisiones

En un MV con objetos en movimiento existe la
posibilidad de que se penetren, comportamiento que
indeseado en la simulacion de mundos reales.
Entonces se necesita un algoritmo que, primero,
detecte la colision y, luego, calcule la respuesta
correspondiente (deformacion visual y fuerza tactil).
La colision es un problema cinético que involucra las
posiciones de los objetos, mientras que e célculo de
la respuesta es un problema dindmico [17]. En el caso
particular del ciclo héptico, lo que se quiere es
detectar el contacto entre el dispositivo haptico y el
objeto virtual para calcular las fuerzas de interaccién
y ladeformacion producida[2].

En la deteccion de contacto generalmente se
utiliza primero un algoritmo aproximado en donde los
objetos se consideran representados por una cgja. En
el algoritmo AABB (axis aligned bounding box) las
caras de la cgja on paralelas alos gjes del referencid
mientras que en el algoritmo OBB (oriented bonding
box) la cgja se alinea con el principa ee de inercia
del objeto. Ambos hacen una deteccidén temprana
aunque imprecisa del contacto, pero puede refinarse
usando un método exacto como el siguiente[13.

Moore y Wilhelms [17], proponen un algoritmo
para detectar e contacto en el caso de superficies
flexibles cuya representacion gréfica se construye
usando una malla formada por tridngulos. La prueba
de contacto entre superficies consiste en verificar la



penetracion de cada vértice del primer objeto através
de los planos de cuaquier triangulo del segundo
objeto y viceversa penetracion de los vértices del
segundo en los triangulos del primero) en los
extremos de un intervalo de tiempo dado.
Inicialmente ambos objetos estan separados. Se
comparan las posiciones de los vértices a principio y
a final de cada intervalo para ver si alguno de ellos
atravesd un tridngulo durante dichointervalo; en cuyo
caso haocurrido unacolision. La complejidad dd
algoritmo esO(n” m) paran triangulos y mveértices.

Caso |: Superficiefija, vértice en movimiento

El vértice analizado sigue una trayectoria que
inicia en Py termina en P’, dos puntos 3D; la recta
paramétrica que pasa por esos puntos y que determina
la posicion P(t) del vértice en el instante t1 [0, 1]
esta definidacomo [16]:

P(t)=(1- )P +tP'=P+(P-Pt  (37)

Ahora, para saber si un vértice en movimiento ha
intersectado la superficie de un triangulo que no se
mueve, se necesita averiguar si un punto de la recta
dada por la ecuacion (37) es solucion de la ecuacion
paramétrica que define a dicho triangulo. Entonces,
igualando la ecuacion paramétrica de la recta dada
por la ecuacion (37) con la ecuacion paramétrica del
tridngulo cuyos vértcesson R, i =0, 1, 2, se obtiene:

P+(P-P)t=R+(P- Ru+(R-R)v (39

Esta ecuacion se resuelve para las variables
paramétricas t, uy v; las dos Ultimas son las variables
paramétricas definidas por el triangulo, mientras quet
es la variable temporal que a inicio del intervalo de
smulacion vale 0y 1 al final. EI miembro izquierdo
es la ecuacion paramétrica de la trayectoria del
vértice y el miembro derecho es la ecuacion
paramétrica de cuaquier punto del plano
correspondiente al triangulo analizado. Esta ecuacion
vectorial representa tres ecuaciones escal ares con tres
incdgnitas y se resuelve invirtiendo una matriz. Si
O£t£1,u30,v3 0yu+v£El, entonces el vértice ha
intersectado a plano en la parte correspondiente al
triangulo durante el intervalo de tiempo en cuestion.

Caso Il: Superficie y vértice en movimiento

Para saber si un vértice en movimiento ha
intersectado |a superficie de un tridngulo que también
se mueve, se utilizala ecuacion paramétrica:

P+Vt=P +Vt+((P- P)+

F(V- VU (R R - (V- Vi D

donde P es la posicion del vértice que se mueve con
velocidad V, P;,i=0,1,2, define los vértices del

triangulo cuyas velocidades se denotan V;, mientras
quet, uy v son las variables paramétricas definidas
anteriormente. De nuevo se cuenta con una ecuacion
vectorial que puede descomponerse en tres
ecuaciones escalares que, a ser expresadas en
términos de la variable t, se obtiene un polinomio de
quinto grado que se resuelve de manera aproximada
parat usando una técnica binaria de busqueda.

Trayectoria del P,
vértice

Figura 6. Colisién entre plano (triangulo) y un vértice.

7. Resultados Experimentales

Se desarrollo un sistema de simulacién basado en
el método propuesto por Debunne et a [6] sobre una
PC AMD Athlon (tm) XP 1900+ a 1.59GHz con €
sistema operativo RedHat 8.0, € lenguaje de
programacién C++ y con el apoyo de bibliotecas Qt
para la creacion de la interfaz grafica del usuario y
OpenGL parala construccion de objetos 3D.

S desarrollaron las clases: Vector.hy Vector.cpp
gue contienen la implementacion de las operaciones
entre vectores (suma, resta, producto punto, producto
cruz, etc.); asi como quad.h y quad.cpp que incluyen
los datos para la construccién dd objeto simulado
(los gjes coordenados 3D y el cuadro unitario con uno
de sus vértices en el origen); painter.h y painter.cpp
sirven para colocar los objetos en la escena y darle
funcionalidad a los botones de que consta la
aplicacién; y, finalmente, la clase main.cpp que hace
|as veces de programa principal.

Se simul6 un cuadrado 2D en un mundo virtual
3D, cuya parte geométrica se inspira en € cubo
desarrollado por Fraga[7] en el contexto de su curso
de graficacién. La condicion inicial de este objeto es
una deformacion en su esguina noreste (NE) y vp =0
(figura 7). Se considera una situacién de ingravidez,
g =0, y un objeto con densidad r = 1.0 y coeficientes
de Lamém= 0.01, | = 1.0.



Figura 7. Estado inicid

Caso A. La deformacion inicia es de -0.1
unidades en los gjes Xy Y (fig afa). La simulacion se
dispara con el boténInity se degjacorrercon ?t =0.01
y timer = 190 durante 3,710 iteraciones. El estado del
objeto al final de lasimulacion y el retrato de fase de
las 4 esquinas (0, £, NO, NE) del cuadrado simulado
se muestran en lafigura 8. La evolucion del retrato de
fase permite ver que a principio de la simulacién
solo se desplaza € vértice NE inicialmente
deformado, el cual induce el movimiento de sus
vecinos los vértices NO 'y SE y, finamente, el dd
vértice S0, momento en que el movimiento de todas
las esquinas aumenta rapidamente hasta alcanzar
niveles no deseados.

- = =T
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L1} 1]
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== - L

Fig. 8. Estado final y retrato de fase de esquinas (caso A)

Caso B La deformacion inicia es de - 0.05
unidades a lo largo de los gjes Xy Y. La simulacion
incluye @& término - 0.2y para simular la friccion
viscosa, usa ?t=0.04 y timer =190 durante 9,472
iteraciones. La figura 9 muestra el objeto al final dela
simulacion y la evolucién del retrato de fase de sus
vértices, observando que €l sistema en todo momento
tiende a conservar su forma cuadrada, aungue se
desplaza en el plano XY.

T T - ¥

R o
Fig. 9. Estado final y retrato de fase de esquinas (caso B)

8. Conclusiones

Aunque se han presentado tres métodos para
calcular la posicién y velocidad de los elementos de
un objeto eléstico, sdlo se ha simulado el método
Debunne, pues para los demas alin no se tiene una
representacion adecuada, aunque estamos trabajando
para obtenerlas. Cuando podamos comparar los
resultados de estos dos méodos con los aqui
reportados, estaremos en medida de elegir la que
tenga e mejor desempefio e implementar con ella
objetos el asticos 3D.

En e método smulado [6], los pardmetros
(m1,r) se eligieron arbitrariamente respetando tan
solo las recomendaciones de Debunne ( >100 my
m>0). En un futuro deberan agjustarse tomando en
consideracion materiales reales para poder evaluar
mejor e simulador desarrollado. Al incluir
amortiguacién y por tratarse de deformaciones mas
pequefias que las consideradas en el caso A, €
comportamiento del objeto en el caso B es més
verosimil y permite simulaciones mas largas y
estables. El siguiente paso consistira en refinar la
malla asociada a objeto 2D y observar su
comportamiento elastico, el cual se espera que se
mas apegado alarealidad.

Para la realizacion del simulador realista se pudo
haber utilizado software tipo Matlab, Simnon, etc.
muchos de los cuales tienen interfaces para
conectarse de manera bidireccional a mundos
virtuales pero suelen ser sistemas @nsumidores de
tiempo y recursos lo que los hace muy lentos como
para pretender aplicaciones en tiempo rea. Mejor se
optd por desarrollar un sistema propio que demanda
una representacion en diferencias finitas de toda
ecuacion dindmica usada para cacular d
comportamiento de movimiento y de deformacion de
los objetos virtuales. Esto nos lleva a buscar las
aproximaciones adecuadas para cada modelo y cada
tipo de solucion planteada.
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